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2. Számrendszerek módośıtott kanonikus jegyhalmazzal 6
3. Szimultán számrendszerek 14
3.1. A kanonikus jegyhalmaz esete . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2. A K-t́ıpusú jegyhalmazon alapuló új jegyhalmaz esete . . . . . 25
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4.1.1. Az első eset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.1.2. A második eset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Szeretnék köszönetet mondani témavezetőmnek, Kátai Imre professzornak,
aki nélkül nem jöhetett volna létre ez a dolgozat. Köszönettel tartozom
családomnak, akik mindenben támogatnak, kollégáimnak és mindenkinek,
aki valaha matematikára oktatott.
1. Bevezetés
A dolgozatban három, Kátai Imre által felvetett, általánośıtott számrend-
szerekkel kapcsolatos problémával foglalkozom. Ezek a következők:
1. Van-e számrendszer lyukkal?
2. Vannak-e szimultán számrendszerek a Gauss-egészek körében?
3. Számok kifejtése ellenjáték esetén
Az első részben a kanonikus jegyhalmaz különböző módośıtásaival kapott
számrendszerekről van szó, többek között olyan konstrukcióról, amely olyan
rendszert eredményez, amiben van lyuk. Ezzel a témával kapcsolatos a [20]
cikk.
A második rész különböző t́ıpusú szimultán számrendszerekről szól. Elő-
ször azt az esetet vizsgálom, amikor az egyik alap Gauss-egész, mı́g a másik
egy racionális egész, a jegyhalmaz pedig a kanonikus jegyhalmaz. Ezt követő-
en annak bizonýıtása következik, hogy ha mindkét alap Gauss-egész, akkor
a kanonikus jegyhalmazzal nem kapunk számrendszert. A rész végén egy
olyan jegyhalmaz konstrukciója következik, amikkel megfelelő Gauss-egészek
számrendszert alkotnak. Ezzel a témával kapcsolatos a [21] cikk.
A harmadik részben valós illetve komplex számok olyan kifejtéséről van
szó, amikor egy ellenjátékos próbálja megakadályozni a szám megfelelő elő-
álĺıtását. Ezzel a témával kapcsolatos a [19] cikk.
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1.1. Defińıció. A (Z,A) párt (Z Gauss-egész, A teljes maradékrendszer
moduló Z) számrendszernek nevezzük, ha tetszőleges z Gauss-egésznek létezik






ahol aj ∈ A. A Z-t a számrendszer alapjának, A-t jegyhalmaznak nevezzük.
Mivel A teljes maradékrendszer moduló Z, ezért bármely z Gauss egész
esetén egyértelműen létezik d ∈ A, amire Z|z − d. Legyen z1 = z−dZ ! A
J : Z[i] → Z[i] leképezést definiáljuk a J(z) = z1 összefüggéssel.
A K = max
a∈A
|a| illetve L = K|Z|−1 jelöléseket bevezetve könnyen belátható
(például [11] alapján), hogy |z| > L esetén |J(z)| < |z|, továbbá |z| ≤ L
esetén |J(z)| ≤ L teljesül. Ez azt jelenti, hogy bármely Gauss-egész J szerinti
pályája egy idő után periodikus lesz.
1.2. Defińıció. p ∈ Z[i]-t periodikus elemnek nevezzük, ha létezik n ∈ Z+,
hogy J (n)(p) = p, ahol J (n) a J n-edik iteráltját jelöli.
Könnyen látható, hogy (Z,A) pontosan akkor számrendszer, ha egyetlen
periodikus elem létezik, mégpedig a 0. Az általánośıtott számrendszerekkel
kapcsolatos problémák a következők:
1. Adott alaphoz adjunk meg olyan jegyhalmazt, amivel számrendszert
alkot!
2. Adott t́ıpusú jegyhalmazhoz adjunk meg olyan alapot, amivel számrend-
szert alkot!
3. Adott alapról és hozzá tartozó jegyhalmazról döntsük el, hogy számrend-
szert alkotnak-e, ha nem, akkor adjuk meg a periodikus elemeket, illetve
azok szerkezetét!
Az általánośıtott számrendszerekkel kapcsolatosan fontos szerepet játszik az
Ac = {0, 1, . . . , t − 1}, úgynevezett kanonikus jegyhalmaz, ahol t = N(Z),
a Z normája. A kanonikus jegyhalmazzal alkotott számrendszert kanonikus
számrendszernek nevezzük. A Gauss-egészek legegyszerűbb kanonikus szám-
rendszeréről, ahol az alap −1+ i, a jegyhalmaz pedig a {0, 1} Knuth ı́rt [14]-
ben. Kátai és Szabó [13]-ban bebizonýıtotta, hogy α ∈ Z[i] pontosan akkor
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lesz egy kanonikus számrendszer alapszáma, ha Re(α) < 0 és Im(α) = ±1.
Kovács [15]-ben a periodikus elemeket vizsgálta tetszőleges Gauss-egész alap
és a kanonikus jegyhalmaz esetén. Kanonikus számrendszerekkel kapcso-
latosan olvashatunk általánosabb esetben [17], [16], [18] és [1]-ben.
A dolgozat első részében azt vizsgálom, hogy a Gauss-egészek körében a
kanonikus jegyhalmaz kétféle módośıtásával, hogyan kaphatunk számrend-
szert.
Egy másik nevezetes jegyhalmazt, az úgynevezett K-t́ıpusú jegyhalmazokat
Steidl vezette be [22]-ben. A seǵıtségükkel Kátai [10]-ben a képzetes má-
sodfokú bőv́ıtésekben határozott meg számrendszereket. Farkas [4]-ben, [5]-
ben, [6]-ban, [7]-ben és Kováccsal [8]-ban valós másodfokú bőv́ıtések szám-
rendszereihez használta. A dolgozat szimultán számrendszerekkel foglalkozó
részében a K-t́ıpusú jegyhalmazra épülő jegyhalmaz seǵıtségével kapunk szi-
multán számrendszert.
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2. Számrendszerek módośıtott kanonikus jegy-
halmazzal
Legyen α = A + Bi egy Gauss-egész, t = N(α), továbbá A egy teljes
maradékrendszer mod t. Az (α,A) párra azt modjuk, hogy számrendszer
(Z[i]-ben), ha bármely β ∈ Z[i] előáll β = b0 + b1α + · · · + bkαk alakú
véges összegként, ahol bj ∈ A (j = 1, 2, . . . , k). Az A-t jegyhalmaznak, α-t
alapszámnak nevezzük. A = {0, 1, . . . , t−1} esetén kanonikus jegyhalmazról
illetve kanonikus számrendszerről beszélünk. Kátai és Szabó [13]-ban bebi-
zonýıtotta, hogy α ∈ Z[i] pontosan akkor lesz egy kanonikus számrendszer
alapszáma, ha Re(α) < 0 és Im(α) = ±1.
A kanonikus jegyhalmaz egy lehetséges módośıtása, ha a jegyek továbbra is
egymást követő egész számok, de a legkisebb nem a 0.
Legyen A = {a1, a2 = a1 + 1, . . . , at = a1 + t − 1}, a1 ∈ Z.
2.1. Megjegyzés. a1 = 0 esetben a kanonikus jegyhalmazt kapjuk.
Azt szeretnénk meghatározni, hogy mely α ∈ Z[i] esetén lesz (α,A) szám-
rendszer.
Világos, hogy amennyiben (α,A) számrendszer, akkor a következők teljesülnek:
1. −t < a1 ≤ 0, különben a 0 nem szerepel a jegyek között.
2. B = 0, különben csak valós számokat álĺıtunk elő.
3. Ha |B| > 1, akkor B|Im(αν) (ν = 0, 1, . . . ) miatt nem álĺıtunk elő min-
denféle imaginárius részű számot. Így B = ±1.
4. Ha (α,A) számrendszer, akkor (α,A) is az, ezért elég a B = 1 esetet
vizsgálni, tehát feltehető, hogy α = A + i.
5. A = 0, különben A egyelemű, ı́gy nem álĺıtunk elő minden Gauss-egészt.
Mostantól tegyük fel, hogy α = A + i és −t < a1 ≤ 0.















Ennek egy másik bizonýıtása következik.
2.1. Tétel. α = A + i (A ∈ Z, A > 4) esetén (α,As) számrendszer lesz.
Bizonýıtás: Vegyünk egy tetszőleges β = a + bi Gauss egészt. Azt fogjuk
bebizonýıtani, hogy β-nak van megfelelő kifejtése.
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Mivel β = a + bi = a − Ab + b(A + i), ezért tetszőleges β Gauss-egészt fel
tudunk ı́rni
β = a0 + a1(A + i) + a2(A + i)
2 + · · · + an(A + i)n
alakban, ahol aj ∈ Z. β ilyen alakú véges előálĺıtásai közül válasszunk egy
olyat, amire τ(β) = |a0| + |a1| + · · · + |an| minimális.
A következő összefüggéseket fogjuk használni:
A2 + 1 = 0 + 2A · (A + i) − 1 · (A + i)2,
−(A2 + 1) = 0 − 2A · (A + i) + 1 · (A + i)2.
Legyen β = a0 + a1 · (A + i) + a2 · (A + i)2 + · · · + an · (A + i)n és ekkor
τ(β) = |a0| + |a1| + + · · · + |an|. Legyen a0 = q0t + r0, r0 ∈ As. Ez alapján
β = r0 + αβ1, ahol
(1.1) β1 = a1 + a2α + · · · + anαn−1, ha q0 = 0,
(1.2) β1 = (a1 + q0 · 2A) + (a2 − q0)α + a3α2 + · · · + anαn−1, ha q0 > 0,
(1.3) β1 = (a1 − |q0| · 2A) + (a2 + |q0|)α + a3α2 + · · · + anαn−1, ha q0 < 0.
2.1. Lemma. Ha A > 4, akkor τ(β1) ≤ τ(β) továbbá τ(β1) = τ(β) esetén
a0 = 0 és ı́gy α osztója β-nak.
Bizonýıtás: τ(β1) legfeljebb akkora, mint az (1.1), (1.2) illetve (1.3) kifej-
tésekben szereplő együtthatók abszolútértékeinek összege, továbbá




Ha q0 = 0, akkor τ(β1) ≤ |a1| + |a2| +
∑
j>2 |aj|, ı́gy τ(β1) ≤ τ(β) fennáll,
továbbá egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha a0 = 0.
Ha q0 > 0, akkor τ(β1) ≤ |a1| + 2Aq0 + |a2| + q0 +
∑
j>2 |aj|.
Oldjuk meg a következő egyenlőtlenséget:
|a0| + |a1| + |a2| ≥ |a1| + 2Aq0 + |a2| + q0,
r0 + (A
2 + 1) · q0 ≥ (2A + 1) · q0.











≥ (2A + 1) · q0,







Ez pedig igaz, ha A > 4, sőt az eredeti egyenlőtlenségben nem teljesülhet
egyenlőség.
Ha q0 < 0, akkor τ(β1) ≤ |a1| + 2A|q0| + |a2| + |q0| +
∑
j>2 |aj|.
Oldjuk meg a következő egyenlőtlenséget:
|a0| + |a1| + |a2| ≥ |a1| + 2A|q0| + |a2| + |q0|,
|r0 − (A2 + 1) · |q0|| ≥ (2A + 1) · |q0|.





, ı́gy a következő
egyenlőtlenséget kell megoldani:





≥ (2A + 1) · |q0|,






Ez pedig igaz, ha A > 4, sőt az eredeti egyenlőtlenségben nem teljesülhet
egyenlőség.
Az 2.1. Tétel az 3.1. Lemmából azonnal következik.
Ha ugyanis β = 0, akkor van megfelelő előálĺıtása. Tegyük fel, hogy β = 0.
Tekintsük a τ(β), τ(β1), τ(β2), . . . sorozatot. Ha valamely ν-re τ(βν) = 0,
akkor létezik megfelelő előálĺıtás, különben pedig
0 = τ(βν) = τ(βν+1) = τ(βν+2) = . . . .
Ez utóbbi esetben βν = α
kβν+k (k = 1, 2, . . . ), és ı́gy α
k|βν bármely k-ra,
amiből βν = 0 következik.
Ez a bizonýıtás működik A < −4 esetén is.





|α|−1 -nél kisebb abszolútértékű Gauss-egészek vizsgá-
latával kaphatjuk meg, hogy (α,As) számrendszer-e: α = 3 + i, α = 2 + i,
α = 1 + i, és α = −2 + i esetén találunk periodikus elemeket.
2.2. Lemma. Ha α = A+ i és ∃aj ∈ A, amire A2 − 2A+2|aj, akkor (α,A)
nem számrendszer.
Bizonýıtás: Azt látjuk be, hogy p =
aj
1−α periodikus elem lesz. A feltétel
teljesülése esetén p ∈ Z[i], hiszen:
aj
1 − α =
aj
1 − (A + i) =
aj
(1 − A) − i ·
(1 − A) + i
(1 − A) + i =
aj(1 − A + i)




A2 − 2A + 2 +
aj
A2 − 2A + 2i.
Továbbá J(p) = p, ugyanis:
aj
1 − α − aj =
aj − aj + ajα
1 − α =
aj
1 − αα.
2.2. Megjegyzés. Ha −(A2 − 2A + 2) < a1 és at < A2 − 2A + 2, akkor
{−2A + 1,−2A + 2, . . . , 2A − 2, 2A − 1} ⊂ A.
Bizonýıtás: Mivel at = a1 +A
2, ezért a feltételekből következik 2A−2 < at
és a1 < −2A + 2.
2.2. Tétel. α = A + i (A ∈ Z, A > 3) és A = {a1, a1 + 1, . . . , a1 + t − 1}
esetén ha a1 > −(A2 − 2A + 2) és a1 + t − 1 < A2 − 2A + 2, akkor (α,A)
számrendszer lesz.






j aj ∈ As.
Vizsgáljuk meg az aj-ket az indexük szerinti növekvő sorrendben. Ha valamely
aj-re nem teljesül, hogy aj ∈ A, akkor aj-t, aj+1-et és aj+2-t változtassuk meg
a következőképpen:
Ha aj + t ∈ A, akkor:
aj := aj + t, aj+1 := aj+1 − 2A, aj+2 := aj+2 + 1.
Ha aj − t ∈ A, akkor:
aj := aj − t, aj+1 := aj+1 + 2A, aj+2 := aj+2 − 1.
Attól függően, hogy an−1-et és an-et hogyan változtatjuk meg (ha megvál-
toztatjuk egyáltalán) 9-féle értéket kaphatunk az (an+1, an+2) párra:
(0, 0), (2A,−1), (−2A, 1), (−1, 0), (2A − 1,−1),
(−2A − 1, 1), (1, 0), (2A + 1,−1), (−2A + 1, 1).
0, 1, −1, 2A − 1 és −2A + 1 eleme lesz A-nak, különben nem teljesül a
feltétel.
Ha 2A ∈ A, akkor 2A − t ∈ A és 2A − 1 · α = 2A − t + (2A − 1) · α − 1 · α2,
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illetve
(2A+1)−1 ·α = (2A+1− t)+(2A−1) ·α−1 ·α2 alapján kapunk megfelelő
kifejtéseket, továbbá mivel 2A− t = −(A2−2A+1) ∈ A, ezért −2A−1 ∈ A,
és ı́gy −2A ∈ A.
Ha 2A ∈ A, de 2A + 1 ∈ A, akkor A = 4 esetén A = As, tehát (α,A) szám-
rendszer. A > 4 esetén 2A+1− t = −A2 +2A ∈ A miatt −2A−1,−2A ∈ A
is fennáll, továbbá
(2A+ 1)− 1 ·α = (2A+1− t)+ (2A− 1) ·α− 1 ·α2 miatt tetszőleges Gauss-
egésznek lesz megfelelő kifejtése. −2A ∈ A illetve −2A ∈ A és −2A− 1 ∈ A
esetén a bizonýıtás hasonló.
2.3. Tétel. α = −A+ i (A ∈ Z, A > 2) és A = {a1, a1 +1, . . . , a1 + t− 1}
esetén ha 0 ∈ A, akkor (α,A) számrendszer lesz.
Bizonýıtás: Ekkor teljesül a1 > −(A2 −2A+2) és a1 + t−1 < A2 −2A+2,
ı́gy az előző bizonýıtás működik.
2.1. Defińıció. Azt mondjuk, hogy δ ∈ Z[i] lyuk (α,A)-ban, ha létezik
k ∈ N, hogy δ ∈ Γk és δ + ε ∈ Γk ∀ε ∈ {±1,±i} esetén, ahol
Γk = {z ∈ Z[i]|z = a0 + a1α + · · · + akαk, aj ∈ A}.
2.1. Álĺıtás. Ha létezik lyuk (α,A)-ban, akkor van olyan aj ∈ A jegy, amire
aj + ε ∈ A ∀ε ∈ {±1,±i} esetén.
Bizonýıtás: Legyen δ lyuk, továbbá legyen δ = aj + αδ1, ahol aj ∈ A,
és k olyan, hogy δ ∈ Γk és δ + ε ∈ Γk ∀ε ∈ {±1,±i} esetén! Tegyük fel
indirekt, hogy ε olyan, hogy aj + ε ∈ A! Ekkor δ = aj + αδ1 ∈ Γk, ezért
δ + ε = aj + ε + αδ1 ∈ Γk, ami ellentmondás.
A kanonikus jegyhalmaz egy másik lehetséges módośıtása, ha csak egy je-
gyet cserélünk le, és t − 1 helyett 2t − 1-et veszünk.
2.4. Tétel. Legyen α = −A+ i és A = {0, 1, 2, . . . , A2 − 2, A2 − 1, 2A2 +1},
ahol A ∈ Z, A > 2. Ekkor (α,A) számrendszer és van benne lyuk.
Bizonýıtás: Először azt látjuk be, hogy (α,A) számrendszer.
Azt fogjuk bebizonýıtani, hogy egy tetszőleges Gauss-egész kifejtése véges.
Ehhez a kanonikus jegyhalmazzal feĺırt alakját fogjuk módośıtani. Csak olyan
változtatást fogunk eszközölni, ami nem fogja befolyásolni a megváltoztatott
jegynél kisebb indexű jegyeket, és nem csökkenti egyiket sem 0 alá. Akkor




A2 = 2A2 + 1 + 2Aα + α2,
A2 = 2A2 + 1 − (A − 1)2α − (2A − 1)α2 − α3.
Bizonýıtás: Az összefüggések egyszerű számolással ellenőrizhetők.
2.3. Megjegyzés. Mivel A > 2, ezért 2A < A2, ı́gy 2A szerepel a jegyhal-
mazban.
2.3. Álĺıtás.
A2 + 1 = 0 + (A − 1)2α + (2A − 1)α2 + α3,
A2 + 1 = 0 − 2Aα − α2.
Bizonýıtás: az összefüggések egyszerű számolással ellenőrizhetők.
Ha valamelyik jegy A2, akkor azt lecseréljük 2A2 + 1-re, a többi jegyet
pedig a 3.3. Álĺıtás alapján megváltoztatjuk. Ha valamelyik jegy nagyobb,
mint A2, akkor azt csökkentjük A2 + 1-gyel, a többi jegyet pedig a 3.4.
Álĺıtás alapján megváltoztatjuk. Ezeket a változtatásokat alkalmazva egy
jegy megváltoztatásakor legfeljebb 3 további jegy módosul, ı́gy minden je-
gyet legfeljebb 3 alkalommal módośıtunk, mielőtt feldolgoznánk. Vegyük
észre, hogy ezekkel a változtatásokkal nem fog túl nagyra nőni egyik jegy
sem:
2.3. Lemma. Az eljárás során egyik jegy sem lehet nagyobb, mint 2A2 + 1.
Bizonýıtás: Egy adott jegyet legfeljebb háromszor növelünk, és a növelések
mértéke legfeljebb: (A − 1)2, 2A − 1 és 1, ı́gy az össznövelés legfeljebb
(A − 1)2 + 2A − 1 + 1 = A2 + 1.
Válasszunk egy tetszőleges z Gauss-egészt! Tekintsük a kanonikus együtt-
hatókkal történő előálĺıtását:
z = a0 + a1α + a2α
2 + · · · + anαn, aj ∈ {0, 1, . . . , A2}.
Legyen bj := aj minden 0 ≤ i ≤ n−re! Végezzük el a következő eljárást:
Először megvizsgáljuk b0-t. Ha b0 < A
2, akkor nem csinálunk semmit. Ha
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b0 = A
2 és b1 ≥ (A − 1)2 és b2 ≥ (2A − 1) és b3 ≥ 1, akkor a következő
változtatásokat végezzük el:
b0 := 2A
2 + 1, b1 := b1 − (A − 1)2, b2 := b2 − (2A − 1), b3 := b3 − 1.
Ha csak b0 = A
2 teljesül, valamelyik egyéb feltétel nem, akkor a következő
módośıtásokat hajtjuk végre:
b0 := 2A
2 + 1, b1 := b1 + 2A, b2 := b2 + 1.
Ezután nézzük meg b1-et!
Itt már az is elképzelhető, hogy b1 > A
2. Ha b1 ≤ A2, akkor végezzük el az
előbb léırtak alapján a változtatásokat. Ha b1 > A
2 és b2 ≥ 2A és b3 ≥ 1,
akkor legyenek:
b1 := b1 − (A2 + 1), b2 := b2 − 2A, b3 := b3 − 1.
Ha csak b1 > A
2 teljesül, akkor:
b1 := b1 − (A2 + 1), b2 := b2 + (A − 1)2, b3 := b3 + 2A − 1, b4 := b4 + 1.
Folytassuk az eljárást bn meghatározásáig! Ezután vizsgáljuk meg bn+1-et,
bn+2-t és bn+3-at (magasabb indexű bi-k csak 0-k lehetnek)!
1. eset: bn+1 < A
2.
Ekkor bn+2 < A
2 és bn+3 < A
2 is teljesül, ugyanis ezek eredetileg 0-k voltak, és
bn+1-et nem kellett változtatni, ı́gy bn+1 változtatása nem okozott növekedést.
2. eset: bn+1 = A
2.
Ekkor bn+1 feldolgozása után bn+2 2A-val, mı́g bn+3 1-gyel nő, és egyikük se
nőhet A2 − 1 fölé.
3. eset: bn+1 = A
2 + 1.
Ez csak úgy fordulhat elő, ha bn−2, bn−1 és bn is nagyobb volt A2-nél a
feldolgozásakor, ekkor viszont bn+1 = 2A és bn+2 = 1 is teljesül. bn+1 feldol-
gozásakor azt kapjuk, hogy bn+1 = 0, bn+2 = 0 és bn+3 = 0.
Lyuk létezése:
A következő, egyszerű számolással ellenőrizhető összefüggéseket fogjuk
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használni:
0 + (A2 − 2A − 1)(−A + i) + (A − 1)(−A + i)2 = A2 − i · (A2 + 1) + 1,
A2 − 1 + (A2 − 1)(−A + i) + (A)(−A + i)2 = A2 − i · (A2 + 1) − 1,
A − 1 + (A2 − 2A)(−A + i) + (A − 1)(−A + i)2 = A2 − i · (A2 + 1) + i,
A2 − A + (A2 − 2)(−A + i) + (A)(−A + i)2 = A2 − i · (A2 + 1) − i,
2A2 + 1 + (2A − 2)(−A + i) + (A2 − A + 2)(−A + i)2+
+(2A − 1)(−A + i)3 + (−A + i)4 = A2 − i · (A2 + 1).
Mivel A2 − 2A − 1, A − 1, A2 − 1, A, A2 − 2A, A2 − A, A2 − 2,
2A − 2, A2 − A + 2 és 2A − 1 mind kisebbek A2-nél és nemnegat́ıvak, ha
A > 2, ezért A2 − i · (A2 + 1) kifejtése 5 hosszú, mı́g a szomszédaié 3 hosszú,
és ı́gy A2 − i · (A2 + 1) lyuk lesz.
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3. Szimultán számrendszerek
Indlekofer, Kátai és Racskó vizsgálta [9]-ben, hogy mely N1, N2-re lesz
(−N1,−N2,Ac) szimultán számrendszer, ahol 2 ≤ N1 < N2 egészek és
Ac = {0, 1, . . . , |N1||N2| − 1}. A (−N1,−N2,Ac) hármast szimultán szám-
rendszernek nevezzük, ha minden z1, z2 egészhez található aj ∈ Ac,








Van de Woestijne [23]-ban általánośıtotta az előző eredményt. Én először
azt az általánośıtást vizsgálom, amikor az egyik alap Gauss-egész, mı́g a
másik egy racionális egész, a jegyhalmaz pedig a kanonikus jegyhalmaz.
3.1. Defińıció. Az (α, N,A) hármas (α ∈ Z[i], N ∈ Z) szimultán szám-
rendszer, ha tetszőleges z Gauss-egésznek és n egész számnak létezik a következő
véges kifejtése:
z = a0 + a1α + · · · + akαk,
n = a0 + a1N + · · · + akNk,
ahol aj ∈ A.
3.1. Tétel. Ha α = −A+ i, N = −A, A = {0, 1, . . . , A(A2 +1)− 1}, A ∈ Z
és A > 2, A ∈ Z, akkor (α, N,A) szimultán számrendszer.
3.1. Álĺıtás. Bármely z = a + bi ∈ Z[i]-re és n ∈ Z-re létezik a0, a1, a2 ∈ Z,
hogy z = a0 + a1α + a2α
2, és n = a0 + a1N + a2N
2.
Bizonýıtás: Oldjuk meg a következő egyenletrendszert:
a + bi = a0 + a1α + a2α
2,
n = a0 + a1N + a2N
2.
A megoldás:
a0 = n + Ab − A2a + A2n,
a1 = b − 2Aa + 2An,
a2 = −a + n.
Ha a, b és n egészek, akkor a0, a1 és a2 is azok.
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3.2. Álĺıtás. -1 előálĺıtható α és N hatványainak ugyanazon pozit́ıv együtt-
hatókkal vett összegeként.
Bizonýıtás: Oldjuk meg a következő egyenletrendszert:
−1 = b0 + b1α + b2α2 + b3α3,
−1 = b0 + b1N + b2N2 + b3N3.
A megoldás:
b0 = −1 + b3A + b3A3,




b3 = 1 választással kapjuk:
b0 = A





Ha A > 0, akkor A3 + A − 1, 3A2 + 1 és 3A pozit́ıvak, ı́gy az álĺıtás igaz.
3.1. Következmény. Tetszőleges z = a + bi ∈ Z[i] és n ∈ Z esetén létezik
c0, c1, . . . , ck ∈ N, hogy z =
∑k
j=0 cjα





A(A2 + 1) = 0 + (A3 − 3A2 + A − 1)α + (3A2 − 3A + 1)α2 + (3A − 1)α3 + α4,
A(A2 + 1) = 0 + (A3 − 3A2 + A − 1)N + (3A2 − 3A + 1)N2 + (3A − 1)N3 + N4.
Bizonýıtás: Az összefüggések egyszerű számolással igazolhatóak.
3.4. Álĺıtás. A3 − 3A2 + A− 1, 3A2 − 3A + 1 és 3A− 1 pozit́ıvak, ha A > 2.
Bizonýıtás: Az összefüggések egyszerű számolással igazolhatóak.
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Az 3.1. Tétel bizonýıtása:
















Ha e0-t elosztjuk maradékosan A(A
2 + 1)-gyel, azt kapjuk, hogy:
e0 = q0(A(A
2 + 1)) + r0 0 ≤ r0 < A(A2 + 1).
Így:
z = r0 + (e1 + q0(A
3 − 3A2 + A − 1))α + (e2 + q0(3A2 − 3A + 1))α2 +
+ (e3 + q0(3A − 1))α3 + (e4 + q0)α4 + e5α5 + · · · + ekαk,
n = r0 + (e1 + q0(A
3 − 3A2 + A − 1))N + (e2 + q0(3A2 − 3A + 1))N2 +
+ (e3 + q0(3A − 1))N3 + (e4 + q0)N4 + e5N5 + · · · + ekNk.
Ennek a kifejtésnek ugyanakkora a súlya, mint az előzőnek, továbbá r0 ∈ A.
z = r0 + z1α,
n = r0 + n1N,
τ(z1, n1) = τ(z, n) − r0.
Ezért τ(z1, n1) kisebb, mint τ(z, n), vagy egyenlőek és r0 = 0. Ezt az eljárást
folytatva kapjuk, hogy valamely l ∈ N τ(zl, nl) = 0, ı́gy (z, n) egy véges
kifejtését kapjuk A-beli együtthatókkal, vagy valamely m ∈ N-re rj = 0 áll
fenn j ≥ m esetén. Az utóbbi esetben zm = rm + zm+1α alapján α|zm. Ebből
és az rm+1 = 0 összefüggésből következik, hogy α
2|zm . . . . Mivel zm osztható
α tetszőleges hatványával, ezért zm = 0, ı́gy szintén megkapjuk (z, n) véges
kifejtését A-beli együtthatókkal.
3.5. Álĺıtás. (−2 + i,−2, {0, 1, . . . , 9}) szimultán számrendszer.
Bizonýıtás: Azt bizonýıtjuk be, hogy nem létezik nemtriviális periodikus
elem.
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Ha (z, n) = (0, 0) periodikus elem, akkor a következő egyenlőtlenségek igazak:
|z| ≤ 9√
5 − 1 ,
|n| ≤ 9
2 − 1 .
Egyszerű számolással igazolható, hogy nem létezik ilyen (z, n).
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A továbbiakban azt vizsgálom, hogy mi a helyzet, ha mindkét alap Gauss-
egész. Előbb belátom, hogy nem léteznek olyan Gauss-egészek, melyek a
kanonikus jegyhalmazzal számrendszert alkotnának, majd pedig egy olyan
jegyhalmaz konstrukcióról lesz szó, amivel már léteznek szimultán számrend-
szerek a Gauss-egészek körében.
Legyenek adottak a Z1 és Z2 Gauss-egészek és egy hozzájuk tartozó A jegy-
halmaz. A (Z1, Z2,A) hármast szimultán számrendszernek nevezzük, ha













3.6. Álĺıtás. Ha (Z1, Z2,A) szimultán számrendszer, akkor Z1 −Z2 egység.
Bizonýıtás: Legyen a (z1, z2) pár olyan, hogy létezik megfelelő előálĺıtása!
Ekkor:








A jobb oldal minden tagja osztható Z1 − Z2-vel, ı́gy a bal oldalnak is oszt-
hatónak kell lennie Z1−Z2-vel. Ha (Z1, Z2,A) szimultán számrendszer, akkor
bármely (z1, z2) pár előálĺıtható, ı́gy az (z1, z1 − 1) pár is, ez viszont azt je-
lenti, hogy Z1 − Z2 osztója 1-nek, tehát egység.
3.2. Következmény. Ha (Z1, Z2,A) szimultán számrendszer a Gauss-egészek
körében, akkor Z1 − Z2 ∈ {±1,±i}.
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3.1. A kanonikus jegyhalmaz esete
Legyen Ac = {0, 1, . . . , |Z1|2|Z2|2 − 1}!
Ha azt szeretnénk, hogy (Z1, Z2,Ac) szimultán számrendszer legyen, akkor
Z1-nek és Z2-nek is A±i alakúnak kell lennie, különben nem állhatna elő min-
den (x, y) pár a megfelelő alakban (lásd [13]), továbbá az előző következményt
is figyelembe véve azt kapjuk, hogy (Z1, Z2,Ac) akkor lehet szimultán szám-
rendszer, ha Z1 = A ± i és Z2 = Z1 ± 1.
A korábbiakhoz hasonlóan (Z1, Z2,Ac) pontosan akkor szimultán szám-
rendszer, amikor (Z1, Z2,Ac), továbbá (Z1, Z2,Ac) pontosan akkor szimultán
számrendszer, amikor(Z2, Z1,Ac), ı́gy elég azt az esetet vizsgálni, amikor
Z1 = A + i és Z2 = Z1 − 1.
Legyen Z1 = −A + i, A ∈ Z, A > 1, valamint Z2 = Z1 − 1, továbbá
Ac = {0, 1, . . . , |Z1|2|Z2|2 − 1}.
3.2. Tétel. (Z1, Z2,Ac) nem lesz szimultán számrendszer.
Bizonýıtás: Azt fogjuk megmutatni, hogy létezik nemtriviális periodikus
elem.
a = (b, c) ∈ Z[i]×Z[i] esetén legyen d(a) ∈ Ac olyan, hogy d(a) ≡ b (mod Z1)








Legyen B = {1, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 16}. Ha A ∈ B, akkor
(−A+i,−A−1+i,Ac) periodikus elemeinek a szerkezete, vagy az átmenetnél
szereplő jegyek eltérnek a többi esettől (ez azért van, mert az általános meg-
oldásban szereplő érték túl nagy ahhoz, hogy jegy legyen). Ezen esetekben a
periodikus elemeket, továbbá a szerkezetüket az A. függelék tartalmazza.
A következő összefüggéseket néhány példa vizsgálata után interpolációval
kaptam:
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1. eset: A = 5k + 1.
Legyen
a11 = 25k
3 + 40k2 + 22k + 4, b11 = 5k
2 + 6k + 2,
a21 = 25k
3 + 35k2 + 17k + 3, b21 = 5k
2 + 4k + 1,
a12 = 50k
3 + 80k2 + 44k + 8, b12 = 10k
2 + 12k + 4,
a22 = 50k
3 + 70k2 + 34k + 6, b22 = 10k
2 + 8k + 2,
a13 = 75k
3 + 120k2 + 66k + 12, b13 = 15k
2 + 18k + 6,
a23 = 75k
3 + 105k2 + 51k + 9, b23 = 15k
2 + 12k + 3,
a14 = 100k
3 + 160k2 + 88k + 16, b14 = 20k
2 + 24k + 8,
a24 = 100k
3 + 140k2 + 68k + 12, b24 = 20k
2 + 16k + 4,
és
p1 = (a11 + b11i, a21 + b21i), p2 = (a12 + b12i, a22 + b22i),
p3 = (a13 + b13i, a23 + b23i), p4 = (a14 + b14i, a24 + b24i).
Ekkor
J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4,
továbbá
d(p1) = 125k
4 + 250k3 + 195k2 + 70k + 10,
d(p2) = 250k
4 + 500k3 + 390k2 + 140k + 20,
d(p3) = 375k
4 + 750k3 + 585k2 + 210k + 30,
d(p4) = 500k
4 + 1000k3 + 780k2 + 280k + 40.
2. eset: A = 5k + 2.
Ebben az esetben A nem lesz megfelelő jegyhalmaz, mert
((5k + 2)2 + 1, (5k + 3)2 + 1) = 5.
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3. eset: A = 5k + 3.
Legyen
a11 = 25k
3 + 115k2 + 132k + 46, b11 = 5k
2 + 16k + 10,
a21 = 25k
3 + 110k2 + 117k + 38, b21 = 5k
2 + 14k + 7,
a12 = 100k
3 + 235k2 + 198k + 58, b12 = 20k
2 + 34k + 16,
a22 = 100k
3 + 215k2 + 168k + 47, b22 = 20k
2 + 26k + 10,
a13 = 50k
3 + 155k2 + 154k + 50, b13 = 10k
2 + 22k + 12,
a23 = 50k
3 + 145k2 + 134k + 41, b23 = 10k
2 + 18k + 8,
a14 = 75k
3 + 195k2 + 176k + 54, b14 = 15k
2 + 28k + 14,
a24 = 75k
3 + 180k2 + 151k + 44, b24 = 15k
2 + 22k + 9,
és
p1 = (a11 + b11i, a21 + b21i), p2 = (a12 + b12i, a22 + b22i),
p3 = (a13 + b13i, a23 + b23i), p4 = (a14 + b14i, a24 + b24i).
Ekkor
J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3,
továbbá
d(p1) = 500k
4 + 1500k3 + 1830k2 + 1050k + 236,
d(p2) = 125k
4 + 750k3 + 1245k2 + 840k + 206,
d(p3) = 375k
4 + 1250k3 + 1635k2 + 980k + 226,
d(p4) = 250k
4 + 1000k3 + 1440k2 + 910k + 216.
4. eset: A = 5k + 4.
Legyen
a11 = 25k
3 + 115k2 + 162k + 72, b11 = 5k
2 + 16k + 12,
a21 = 25k
3 + 110k2 + 147k + 62, b21 = 5k
2 + 14k + 9,
a12 = 50k
3 + 155k2 + 169k + 64, b12 = 10k
2 + 22k + 13,
a22 = 50k
3 + 145k2 + 149k + 54, b22 = 10k
2 + 18k + 9,
a13 = 100k
3 + 310k2 + 323k + 113, b13 = 20k
2 + 44k + 25,
a23 = 100k
3 + 290k2 + 283k + 94, b23 = 20k
2 + 36k + 17,
a14 = 75k
3 + 270k2 + 316k + 121, b14 = 15k
2 + 38k + 24,
a24 = 75k
3 + 255k2 + 281k + 102, b24 = 15k
2 + 32k + 17,
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és
p1 = (a11 + b11i, a21 + b21i), p2 = (a12 + b12i, a22 + b22i),
p3 = (a13 + b13i, a23 + b23i), p4 = (a14 + b14i, a24 + b24i).
Ekkor
J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
továbbá
d(p1) = 250k
4 + 1000k3 + 1590k2 + 1180k + 341,
d(p2) = 500k
4 + 2000k3 + 3030k2 + 2070k + 541,
d(p3) = 375k
4 + 1750k3 + 2985k2 + 2230k + 621,
d(p4) = 125k
4 + 750k3 + 1545k2 + 1340k + 421.
5. eset: A = 5k.
Legyen
a11 = 25k
3 + 40k2 + 22k + 3, b11 = 5k
2 + 6k + 2,
a21 = 25k
3 + 35k2 + 17k + 2, b21 = 5k
2 + 4k + 1,
a12 = 75k
3 + 45k2 + 16k + 2, b12 = 15k
2 + 8k + 2,
a22 = 75k
3 + 30k2 + 11k + 2, b22 = 15k
2 + 2k + 1,
a13 = 100k
3 + 85k2 + 23k + 2, b13 = 20k
2 + 14k + 3,
a23 = 100k
3 + 65k2 + 13k + 2, b23 = 20k
2 + 6k + 1,
a14 = 50k
3 + 80k2 + 29k + 3, b14 = 10k
2 + 12k + 3,
a24 = 50k
3 + 70k2 + 19k + 2, b24 = 10k
2 + 8k + 1,
és
p1 =(a11 + b11i, a21 + b21i), p2 =(a12 + b12i, a22 + b22i),
p3 =(a13 + b13i, a23 + b23i), p4 =(a14 + b14i, a24 + b24i).
Ekkor




4 + 250k3 + 135k2 + 40k + 5,
d(p2) = 500k
4 + 500k3 + 180k2 + 40k + 5,
d(p3) = 250k
4 + 500k3 + 240k2 + 50k + 5,
d(p4) = 125k
4 + 250k3 + 195k2 + 50k + 5.
Az álĺıtások egyszerű számolással igazolhatók.
Sejtés: a felsoroltakon ḱıvül nem létezik periodikus elem.
A sejtés alapján, ha A ∈ B, akkor 4 nemtriviális periodikus elem lesz és
attól függően, hogy A milyen maradékot ad 5-tel osztva a periodikus elemek
szerkezete:
• 4 db hurok
• 2 db 2 hosszú kör
• 1 db 4 hosszú kör
Legyen most Z1 = A + i, A ∈ Z, A > 0, valamint Z2 = Z1 + 1,
továbbá Ac = {0, 1, . . . , |Z1|2|Z2|2 − 1}.
Ekkor A ≡ 2 (mod 5) esetén Ac nem megfelelő jegyhalmaz, egyébként pedig
lesz nemtriviális periodikus elem.
Legyen ugyanis p = (−A3+A2−A+1+A2i+i,−A3+2A2−2A+k2i−2Ai+2i).
Ekkor egyszerű számolással igazolható, hogy J(p) = p.
Beláttuk tehát, hogy (Z1, Z2,Ac) nem lesz szimultán számrendszer semmi-















(c) A ≡ 0, 4 (mod 5)
1. ábra. A periodikus elemek szerkezete (−A + i,−A − 1 + i,Ac) esetén
A ∈ B, A > 0-ra a sejtés szerint
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3.2. A K-t́ıpusú jegyhalmazon alapuló új jegyhalmaz
esete
Most a K-t́ıpusú jegyhalmazok seǵıtségével definiálunk egy olyan jegyhal-
mazt, amivel megfelelő Gauss-egészek számrendszert alkotnak.
3.2. Defińıció. Legyen Z = a + bi és t = |Z|2, továbbá legyen E(ε,δ)α azon
d = k + li, k, l ∈ Z elemek halmaza, amelyekre
dZ = (k + li)(a − bi) = (ka + bl) + (la − kb)i = r + si
teljeśıti a következőket:
• ha (ε, δ) = (1, 1), akkor r, s ∈ (−t/2, t/2],
• ha (ε, δ) = (−1,−1), akkor r, s ∈ [−t/2, t/2),
• ha (ε, δ) = (−1, 1), akkor r ∈ [−t/2, t/2), s ∈ (−t/2, t/2],
• ha (ε, δ) = (1,−1), akkor r ∈ (−t/2, t/2], s ∈ [−t/2, t/2).
Az ı́gy kapott halmazokat K-t́ıpusú jegyhalmazoknak nevezzük.
A K-t́ıpusú jegyhalmazokat G. Steidl vezette be [22]-ben. A seǵıtségükkel
I. Kátai [10]-ben a képzetes másodfokú bőv́ıtésekben határozott meg szám-
rendszereket. G. Farkas [4]-ben, [5]-ben, [6]-ban, [7]-ben és Kováccsal [8]-ban
valós másodfokú bőv́ıtések számrendszereihez használta.
Legyen A1 és A2 adott Z1, Z2 ∈ Z[i] Gauss-egészekhez tartozó K-t́ıpusú





3.3. Tétel. Ha Z1, Z2 ∈ Z[i] olyanok, hogy Z2 = Z1 + ε, ahol ε ∈ {±1,±i},

























|Z1|−1 , L2 :=
M





|Z1| − 2 .
3.1. Lemma. (z1, z2) akkor lehet periodikus elem, ha z1 ≤ L1 és z2 ≤ L2.
3.2. Lemma. Bármely a ∈ Z[i], |a| ≤ L-re a ∈ A.
3.3. Lemma. Ha z1 = z2, |z1|, |z2| ≤ L és J(z1, z2) = (w1, w2),
akkor |w1 − w2| < |z1 − z2|.
3.4. Lemma. Bármely z1, z2 ∈ Z[i]-hez található a ∈ A úgy, hogy
z1 ≡ a (Z1) és z2 ≡ a (Z2).
A 3.1. Lemma bizonýıtása:
Ugyanúgy, mint a korábbi esetekben, lásd például [12]-ben.
A 3.2. Lemma bizonýıtása:
A2 K-t́ıpusú jegyhalmaz =⇒ ∀a ∈ Z[i], |a| < |Z2|2 -re a ∈ A2.





























2|Z1| + 4 <
√
2(|Z1|2 − 5|Z1| + 6),
0 < |Z1|2 − 7|Z1| + 2.
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Ami igaz, ha |Z1| > 72 + 12
√
41 ≈ 6, 7.










− z2 − a
Z1 + ε
∣∣∣∣∣ ≤
≤ |(z1 − a) − (z2 − a)||Z1| +
|ε(z2 − a)|
|Z1(Z1 + ε)| =
|(z1 − a) − (z2 − a)|
|Z1| +
|z2 − a|
|Z1||Z1 + ε| ≤
≤ |(z1 − a) − (z2 − a)||Z1| +
L + M
|Z1||Z1 + ε| .
Tehát azt kellene belátni, hogy ha |Z1| elég nagy, akkor:
|(z1 − a) − (z2 − a)|
|Z1| +
L + M
|Z1||Z1 + ε| ≤ |z1 − z2| = |(z1 − a) − (z2 − a)|,
vagyis:
L + M





amihez elég bizonýıtani, hogy:
L + M





|Z1| − 1 ≤ |Z1| − 1,
L + M ≤ (|Z1| − 1)2.




|Z1| − 2 +
|Z1|√
2




























A bal oldal 1√
2
-höz, a jobb oldal pedig 1-hez tart, ha |Z1| tart a végtelenhez,
ı́gy ha elég nagy |Z1|, akkor igaz az egyenlőtlenség. Az egyenlőtlenség akkor







2 ≈ 14, 6.
A 3.4. Lemma bizonýıtása:
a1 ∈ A1-et és a2 ∈ A2-t válasszuk úgy, hogy z1 ≡ a1 (Z1) és a2 ≡ a1−z2ε (Z2)
teljesüljön. Ekkor a1 + a2Z1 ∈ A megfelelő lesz.
A 3.3. Tétel bizonýıtása:
Az álĺıtás a lemmák egyenes következménye.
Azon (Z1, Z2) párokra, amik nem alkotnak szimultán számrendszert ezzel
a jegyhalmazzal a periodikus elemek megtalálhatók a B. függelékben.
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4. Előálĺıtás ellenjátékkal
Daróczy, Járai és Kátai [2]-ben vizsgálta az intervallumkitöltő sorozatokat,
majd ennek általánośıtásaként [3]-ban foglalkozott a következő problémával.
Legyen Λ = {λn}∞n=1 komplex számok sorozata úgy, hogy
∑ |λn| < ∞, és





úgy hogy εn ∈ {0, 1}. Határozzuk meg azon Λ sorozatokat, amikre
0 ∈ int(H(Λ)).
Az emĺıtett cikkben azzal az esettel foglalkoztak, amikor λn = θ
n, ahol
θ ∈ C, |θ| < 1.










alakban előálĺıtható számokat vesszük, ahol a δn-eket egy ellenjátékos választja.
Először azt nézzük meg, mi a helyzet egy dimenzióban, vagyis a valós
számok körében.
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4.1. A valós eset
Egy játék formájában fogalmazzuk meg a problémát. 2 játékos játszik: A és
B.
A játékos muńıciója: {λ1, λ2, . . . }, λ1 > λ2 > · · · ≥ 0.
B játékos muńıciója: {ω1, ω2, . . . }, ω1 > ω2 > · · · ≥ 0.
A játék 0-ról indul, és A célja egy adott x0 érték elérése a következő módon.
Az első lépésben A választ ε1 ∈ {0,±1}-et, és kiszámolja y1-et:
x0 = ε1λ1 + y1.
Ezután B választ δ1 ∈ {0,±1}-et, és kiszámolja x1-et:
y1 = δ1ω1 + x1.
Majd újra A következik.
Az n-edik lépésben A választ εn ∈ {0,±1}-et, és kiszámolja yn-et:
xn−1 = εnλn + yn.
Ezután B választ δn ∈ {0,±1}-et, és kiszámolja xn-et:
yn = δnωn + xn.
Világos, hogy
x0 = ε1λ1 + δ1ω1 + · · · + εnλn + δnωn + xn.





teljesüljön, vagyis xn → 0 (n → ∞). B játékos az ωn-ek megfelelő megvá-
lasztásával próbálja ebben megakadályozni.
Szeretnénk meghatározni azon x0(∈ R) számok E halmazát, amelyekre A-
nak van nyerő stratégiája. B akkor nyer, ha A nem nyer, vagyis ha x ∈ E.
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Mn := Ln − Wn − ωn,
Nn := −(Ln − Wn) + λn + ωn,
Hn := [−(Ln − Wn),−Nn+1] ∪ [−Mn+1,Mn+1] ∪ [Nn+1, (Ln − Wn)].
4.1. Álĺıtás. x0 ∈ E pontosan akkor, ha xn ∈ [−(Ln−Wn), Ln−Wn] minden
n-re.
Bizonýıtás:
Elégségesség: mivel Ln − Wn tart 0-hoz(mert Ln és Wn is tart 0-hoz), ezért
a feltétel teljesülése esetén xn is tart 0-hoz, tehát A nyer.
Szükségesség:
Tegyük fel, hogy x0 > L0 − W0! Ekkor δj = −1 (j = 1, 2, . . . ) választás
esetén A nem érheti el x0-t, mert a legnagyobb ε1λ1 + δ1ω1 + . . . alakban
kifejezhető szám L0 −W0. Hasonlóan, ha valamely n-re xn > Ln −Wn, akkor
xn nem ı́rható εn+1λn+1 + δn+1ωn+1 + . . . alakban B δn+1 = δn+2 = · · · = −1
választása esetén. Ezért, ha x0 ∈ E, akkor xn ≤ Ln − Wn (n ∈ N). Világos,
hogy E = −E, és ı́gy −xn ≤ Ln − Wn (n ∈ N), tehát
xn ∈ [−(Ln − Wn), Ln − Wn] (n ∈ N).
Természetesen tetszőleges {λi}∞i=1 és {ωi}∞i=1 esetén nehéz lenne megmon-
dani a nyerő halmazt, ezért tekintsük a következő két speciális esetet:
1. λn = λ
n és ωn = ω
n, ahol a = ω
λ
< 1 és 1/3 < λ < 1,
2. λn = λ
n és ωn = aλ
n, ahol 0 < a < 1 és 1/3 < λ < 1.
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4.1.1. Az első eset
4.2. Álĺıtás. Ha a > λ
λ2−λ+1 , akkor E = ∅.
Bizonýıtás: Oldjuk meg az ω1 > L1 − W1 egyenlőtlenséget:
ω1 > L1 − W1,
aλ >
λ2
1 − λ −
a2λ2
1 − aλ,
aλ(1 − λ)(1 − aλ) > λ2(1 − aλ) − a2λ2(1 − λ),
a − a2λ − aλ + a2λ2 > λ − aλ2 − a2λ + a2λ2,
a(λ2 − λ + 1) > λ,
a >
λ
λ2 − λ + 1 .
Mivel |y1| ≥ 0 bármely x0 esetén, ezért δ1 megfelelő választásával
|x1| ≥ ω1, és ı́gy |x1| > L1 − W1, tehát A nem nyerhet.
4.3. Álĺıtás. Ha a ≤ 3λ−1
3λ2−3λ+2 , akkor E = [−(L0 − W0), L0 − W0].
Bizonýıtás: Ha |x0| > L0 −W0, akkor nem nyerhet A a korábbiak alapján.
Ezért, továbbá az E = −E szimmetria miatt feltehető, hogy 0 ≤ xn−1 ≤
≤ Ln−1 − Wn−1.
Ha λn < 2xn−1, akkor A válasszon εn = 1-et, 0 ≤ xn−1 ≤ λn/2 esetén pedig
εn = 0-t.
Ekkor
xn−1 = εnλn + δnωn + xn.
Azt kell belátni, hogy |xn| ≤ Ln − Wn bármely δn ∈ {−1, 0, 1} választás
esetén.
Három esetet különböztetünk meg:
I. eset: λn ≤ xn−1.
Ekkor εn = 1, xn = xn−1 − λn − δnωn, továbbá
|xn| ≤ xn−1 − λn + ωn ≤ Ln−1 − Wn−1 − λn + ωn = Ln − Wn.
II. eset: xn−1 < λn < 2xn−1.
Ekkor:
|xn| ≤ λn − xn−1 + ωn < λn/2 + ωn.
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III. eset: 2xn−1 ≤ λn.
Ekkor:
|xn| ≤ xn−1 + ωn ≤ λn/2 + ωn.
Oldjuk meg a λn/2 + ωn ≤ Ln − Wn egyenlőtlenséget:
λn/2 + anλn ≤ λ
n+1
1 − λ −
an+1λn+1
1 − aλ ,
1 − λ − aλ + aλ2 + 2an−
−2anλ − 2an+1λ + 2an+1λ2 ≤ 2λ − 2aλ2 − 2an+1λ + 2an+1λ2,
an(2 − 2λ) + a(3λ2 − λ) ≤ 3λ − 1.
És mivel a < 1 :
an(2 − 2λ) + a(3λ2 − λ) ≤ a(2 − 2λ) + a(3λ2 − λ) = a(3λ2 − 3λ + 2).
Tehát ha:
a ≤ 3λ − 1
3λ2 − 3λ + 2 ,
akkor igaz az egyenlőtlenség.
4.4. Álĺıtás. ha λ
λ2−λ+1 ≥ a > 3λ−13λ2−3λ+2 és λ > 1/2, akkor E = H0.
Bizonýıtás:
A bizonýıtást három részre bontjuk:
A) Ha x0 /∈ H0, akkor A nem nyerhet.
B) Ha n elég nagy, akkor Hn = [−(Ln − Wn), Ln − Wn].
C) Ha xn ∈ Hn, akkor xn+1 ∈ Hn+1.
A): Azt már láttuk korábban, hogy ha |x0| > L0 − W0, akkor A nem
nyerhet. Tegyük fel, hogy x0 > L1 − W1 − ω! Ekkor ε1 = 0 vagy ε1 = −1
választás esetén δ1 = −1 választással x1 > L1 − W1 lenne, tehát A-nak
muszáj ε1 = 1-et választania. Ha x0 < λ + ω − (L1 − W1) is teljesül, akkor
δ1 = 1 választással kapjuk, hogy x1 < −(L1 − W1).
B):
Mn+1−Nn+1 = (Ln+1 − Wn+1 − ωn+1)−(λn+1 + ωn+1 − (Ln+1 − Wn+1)) =
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− 1 − 2an+1,
ami tart 2λ
1−λ − 1-hez, ha n → ∞, ezért B) fennáll λ > 1/3 esetén.
C):
4.5. Álĺıtás. xn ∈ Hn =⇒ yn+1 ∈ [−Mn+1,Mn+1].
Bizonýıtás: A számára adott, hogy mit kell εn+1-nek választania:
xn ∈ [−Mn+1,Mn+1] esetén εn+1 = 0-nak, |xn| ∈ [Nn+1, (Ln − Wn)] esetén
εn+1 = sgn(xn)-nek kell lennie, különben B tud úgy választani δn+1-et, hogy
|xn+1| > Ln+1 − Wn+1 teljesüljön.
[Nn+1, Ln −Wn]−λn+1 = [λn+1 +ωn+1 − (Ln+1 −Wn+1), Ln −Wn]−λn+1 =
= [−(Ln+1 − Wn+1 − ωn+1), Ln+1 − Wn+1 − ωn+1] = [−Mn+1,Mn+1].
Ezek után δn+1 = 0 választás esetén:
I.: Lk −Wk −ωk < Lk+1−Wk+1−ωk+1-nek, mı́g δn+1 = ±1 választás esetén:
II.: ωk − (Lk −Wk) + ωk ≥ λk+1 + ωk+1 − (Lk+1 −Wk+1)-nek kell teljesülnie.
I.: Lk −Wk − ωk = λk+1 − ωk+1 + Lk+1 −Wk+1 − ωk ≤ Lk+1 −Wk+1 − ωk+1,
λk+1 ≤ ak · λk,
λ ≤ ak.






+ ωn > Ln − Wn ⇔ an(2 − 2λ) + a(3λ2 − λ) > 3λ − 1,
akkor an−1 ≥ λ.
Indirekt tegyük fel, hogy an−1 < λ ⇔ an < aλ.
Ekkor:
3λ − 1 < an(2 − 2λ) + a(3λ2 − λ) < aλ(2 − 2λ) + a(3λ2 − λ)







3λ3 − 4λ2 + 4λ − 1 > λ3 + λ2,
2λ3 − 5λ2 + 4λ − 1 = 2(λ − 1)2(λ − 1
2




4.6. Álĺıtás. Ha λ
λ2−λ+1 ≥ a > 3λ−13λ2−3λ+2 , de λ ≤ 1/2, akkor azt álĺıthatjuk,
hogy A nyerő halmaza az üres halmaz, vagy véges sok intervallum uniója.
Bizonýıtás: a bizonýıtás konstrukt́ıv, meghatározzuk az E halmazt. Első
lépésben megkeressük a legkisebb n-et, amire Hn = [−(Ln − Wn), Ln − Wn].
Ha xn−1 ∈ Hn−1, akkor A nyer, tehát B akkor nyer, ha xn−1 ∈ Hn−1.
Ez akkor lehetséges, ha yn−1 ∈ [−Mn−1,Mn−1] vagy yn−1 ∈ [−Mn−1,Mn−1]
és |xn−1| ∈ (Mn, Nn).
Az utóbbi eset akkor áll fenn, ha yn−1 ∈ [−Mn−1,Mn−1] és





±(Mn, Nn)∪±[(Mn, Nn)+ωn−1]∪±[(Mn, Nn)−ωn−1]
)
∩ [−Mn−1,Mn−1].
Ez pontosan akkor fordul elő, ha xn−2 ∈ Bn−2 ahol
Bn−2 =
((






















Ezért B nyer, ha |xn−2| > Ln−2 −Wn−2 vagy xn−2 ∈ Bn−2. Ez akkor teljesül,
ha yn−2 ∈
(
±Bn−2 ∪±(Bn−2 + ωn−2) ∪±(Bn−2 − ωn−2)
)
∩ [−Mn−2,Mn−2],























Így B nyer ha |xn−3| > Ln−3 − Wn−3 vagy xn−3 ∈ Bn−3. Ezt az eljárást foly-
tatva meg tudjuk határozni a Bn−4, Bn−5, . . . , B0 halmazokat, és azt mond-
hatjuk, hogy B akkor nyer, ha |x0| > L0 − W0 vagy x0 ∈ B0, és ı́gy A akkor
nyer, ha x0 ∈ [−(L0 − W0), L0 − W0] \ B0.
Példák:
Ha λ = 0.35 és ω = 0.155, akkor E = ∅.
Ha λ = 0.35 és ω = 0.156, akkor
E = [−0.00004941524, 0.00004941524] ∪ ±[0.3499505848, 0.3500494152].
Ha λ = 0.35 és ω = 0.154, akkor
E = ±[0.00494655847, 0.0064284416] ∪ ±[0.3435715584, 0.3450534415]∪
∪ ± [0, 3549465585, 0.3564284416]
Ha λ = 0.35 és ω = 0.153, akkor
E = ±[0.00455100581, 0.0048020712] ∪ ±[0.0049416788, 0.0064829942]∪
∪ ± [0.3435170058, 0.3450583212] ∪ ±[0.3451979288, 0.3454489942]∪
∪ ± [0.3545510058, 0.3548020712] ∪ ±[0.3549416788, 0.3564829942]
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4.1.2. A második eset
4.7. Álĺıtás. Ha a > λ, akkor E = ∅.
Bizonýıtás: Oldjuk meg az ω1 > L1 − W1 egyenlőtlenséget:
ω1 > L1 − W1,
aλ >
λ2
1 − λ −
aλ2
1 − λ,
aλ(1 − λ) > λ2 − aλ2,
a − aλ > λ − aλ,
a > λ.
Mivel |y1| ≥ 0, ezért minden x0 esetén B megfelelő δ1 választásával |x1| > ω1,
ami ω1 > L1 − W1 és a korábbiak alapján azt jelenti, hogy A nem nyerhet.




, akkor E = [−(L0 − W0), L0 − W0].
Bizonýıtás: Ha |x0| > L0 −W0, akkor nem nyerhet A a korábbiak alapján.
Legyen S = [−(L0 − W0), L0 − W0] = [−(1 − a)L0, (1 − a)L0]!
Elég belátni, hogy bármely x0 ∈ S esetén létezik ε1 ∈ {−1, 0, 1}, hogy
tetszőleges δ1 ∈ {−1, 0, 1}-re x1 ∈ λS, ahol x1 = x0 − ε1λ − δ1aλ.
Az ε1 = 0 választás megfelelő, ha x0 ∈ λS ∩ (λS − aλ) ∩ (λS + aλ) = T.
A jobb oldali kifejezés egy intervallum,
T = [−(1 − a)λL0 + aλ, (1 − a)λL0 − aλ],
mivel (1 − a)λL0 − aλ ≥ −(1 − a)λL0 + aλ.
Valóban, az egyenlőtlenség teljesül, mivel 2(1 − a)λL0 ≥ 2aλ, ami pontosan
akkor áll fenn, ha (1 − a) λ
1−λ ≥ a, azaz ha λ ≥ a.
Hasonlóan ε1 = 1 megfelelő, ha x0 ∈ T + λ, és ε1 = −1 jó, ha x0 ∈ T − λ.
Végül vegyük észre, hogy
(T − λ) ∪ T ∪ (T + λ) = S,






4.9. Álĺıtás. Ha a = λ, akkor E = {0,±λ}.
Bizonýıtás: Ha x0 ∈ {0,±λ}, akkor δ1 megfelelő választásával B el tudja
érni, hogy |x1| > ω1 = L1 − W1, és ı́gy A nem nyerhet. Ha x0 ∈ {0,±λ},
akkor ε1 = sgn(x0) és εi = −δi−1 i ≥ 2 választással A győzelme triviális.
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, akkor E = ∅.
4.1. Lemma. Ha xn ∈ ±(Mn+1, Nn+1), akkor A nem nyerhet.








Ln+1 − Wn+1 − ωn+1 < −(Ln+1 − Wn+1) + ωn+1 + λn+1,
2(Ln+1 − Wn+1) < λn+1 + 2ωn+1,
(Ln+1 − Wn+1) < λn+1/2 + ωn+1.





A 4.1. Lemma bizonýıtása: Feltehető, hogy xn > 0.
Ha A választása εn+1 = 0 vagy εn+1 = −1, akkor B δn+1 = −1-et választ,
ı́gy
xn+1 > Ln+1 − Wn+1 − ωn+1 + ωn+1 = Ln+1 − Wn+1.
Ha A választása εn+1 = 1, akkor B δn+1 = 1-et választ, ı́gy
xn+1 < −(Ln+1 − Wn+1) + ωn+1 + λn+1 − λn+1 − ωn+1 = −(Ln+1 − Wn+1).
Tehát A bármely választása esetén B tud úgy választani, hogy
|xn+1| > (Ln+1 −Wn+1) teljesüljön, és ebben az esetben A már nem nyerhet.
4.2. Lemma. |xn−1| ≤ Mn esetén A-nak εn = 0-t, |xn−1| ≥ Nn esetén
εn = sgn(xn−1)-et kell választania, különben nem nyerhet.
Bizonýıtás: ha |xn−1| ≤ Ln −Wn −ωn és εn = 1, akkor B δn = 1-et választ,
és ı́gy:
xn ≤ Ln − Wn − ωn − λn − ωn ≤ Ln − Wn − 2(Ln − Wn) = −(Ln − Wn).
Ha εn = −1, akkor B δn = −1 választással éri el célját.
Az |xn−1| ≥ −(Ln−Wn)+ωn+λn esetben az előző lemma bizonýıtása alapján
kapjuk az álĺıtást.
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Ln − Wn − ωn ≤ −(Ln+1 − Wn+1) + ωn+1 + λn+1,
Ln+1 + λn+1 − Wn+1 − ωn+1 − ωn ≤ −Ln+1 + Wn+1 + ωn+1 + λn+1,
2Ln+1 ≤ 2Wn+1 + 2ωn+1 + ωn,
2λn+2
1 − λ ≤ a
(
2λn+2








4.10. Álĺıtás. Ha a > 2λ
2
1+λ




> 3λ/2 − 1/2.
Bizonýıtás:
4λ2 > 3λ2 + 2λ − 1,
λ2 − 2λ + 1 > 0,
(λ − 1)2 > 0.
A 4.10. Álĺıtás bizonýıtása: B taktikája legyen a következő:
ha tud, akkor úgy válasszon δn-et, hogy |xn| > Ln−Wn teljesüljön, különben
pedig δn = 0-t válasszon.
Mivel A nyerni akar, ezért a korábbiak alapján adott, hogy hogyan kell
választania. Az első lépés után |y1| ≤ M1 fog teljesülni. Mivel Mn ≤ Nn+1,
ezért innentől kezdve A-nak mindig εn = 0-t kell választania. Mivel az Mn
sorozat monoton csökkenően tart 0-hoz, ezért lesz olyan n, amelyre fennáll
Mn−1 ≥ |y1| = · · · = |xn−1| = |yn| > Ln − Wn − ωn, és ı́gy |xn| > Ln − Wn
fog teljesülni.
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Nn+1 + ωn − λn+1 > Mn+2.
Bizonýıtás:
Nn+1 + ωn − λn+1 > Mn+2,
−Ln+2 − λn+2 + Wn+2 + ωn+2 + ωn+1 + ωn > Ln+2 − Wn+2 − ωn+2,




1 − λ + 2λ




1 − λ + λ
n+2,
a(2λ3 + 2λ2 − 2λ3 + λ − λ2 + 1 − λ) > 2λ3 + λ2 − λ3,





4.11. Álĺıtás. Ha a > λ
2(1+λ)
1+λ2
, akkor E = ∅.
B ugyanúgy, mint az előbb válasszon δn = 0-t, egészen addig, amı́g nem
idézheti elő |xn| > Ln−Wn-et, vagy nem áll elő |yn| > Nn. Ez utóbbi esetben
B kezdjen el δn = −1-et választani! Mivel az Ln − Wn − |xn| távolság nem
fog változni és Ln − Wn tart 0-hoz, ezért valamely l-re igaz lesz:
Mk < |xl| < Nk,
ı́gy A nem nyerhet.
4.5. Lemma. E-vel jelölve A nyerő halmazát A első lépés utáni nyerő hal-
maza λ · E.
Bizonýıtás: A nyerő stratégiája valamely x0 ∈ E esetén ugyanaz, mint a
nyerő stratégiája λx0-ra, abban az esetben, amikor a muńıciók {λ2, λ3, . . . }
és {ω2, ω3, . . . }, ı́gy a lemma igaz.




< a < λ, akkor E nem tartalmaz intervallumot.
Bizonýıtás: Tegyük fel indirekt, hogy A nyer [a, b]-n.
Feltehető, hogy b < M1 és b − a maximális.
Az első lépésben A-nak ε1 = 0-t kell választania. Ha B választása δ1 = 0,
akkor λ · H-nak tartalmaznia kell [a, b]-t, de ez nem lehetséges, mert a λ · E
által tartalmazott leghosszabb intervallum hossza λ · (b − a).
40
4.2. Előálĺıtás ellenjátékkal a komplex számok körében
Tekintsük most a komplex esetet! A muńıciók az előzőekhez hasonlóan
legyenek a következők:
A játékos muńıciója: {λ1, λ2, . . . }, ahol λn = λn, |λ| < 1, λ ∈ R.
B játékos muńıciója: {ω1, ω2, . . . }, ahol ωn = aλn, 0 < a < 1.
A játék x0 ∈ C-ről indul.
Az első lépésben A választ ε1 ∈ C-t, ahol ε1 = 0 vagy |ε1| = 1, és kiszámolja
y1-et:
x0 = ε1λ1 + y1.
Ezután B választ δ1 ∈ C-t, ahol δ1 = 0 vagy |δ1| = 1, és kiszámolja x1-et:
y1 = δ1ω1 + x1.
Majd újra A következik.
Az n-edik lépésben A választ εn ∈ C-t, ahol εn = 0 vagy |εn| = 1, és
kiszámolja yn-et:
xn−1 = εnλn + yn.
Ezután B választ δn ∈ C-t, ahol δn = 0 vagy |δn| = 1, és kiszámolja xn-et:
yn = δnωn + xn.
A játékos célja, hogy elérje a 0-t, B játékosé, hogy ebben megakadályozza.
Kérdés:
Mely x0 esetén van A-nak nyerő stratégiája?







Mn := Ln − Wn − ωn,
Nn := −(Ln − Wn) + λn + ωn.
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4.13. Álĺıtás. A pontosan akkor nyer, ha |xn| ∈ [−(Ln − Wn); Ln − Wn]
minden n-re.
Bizonýıtás:
Elégségesség: mivel Ln − Wn tart 0-hoz (mert Ln és Wn is tart 0-hoz), ezért
a feltétel teljesülése esetén |xn| is tart 0-hoz, ı́gy xn is tart 0-hoz, tehát A nyer.
Szükségesség:
Tegyük fel, hogy valamely m ∈ N-re |xm| > Lm − Wm! Legyen b = xm/|xm|.
Ha innentől B δk = −b-t választ, akkor A-nak a hátralévő lépésekben több,
mint Lm távolságot kellene megtennie, de csak Lm-et tud.
4.14. Álĺıtás. Ha a > λ, akkor A nem nyerhet.
Bizonýıtás: Oldjuk meg a következő egyenlőtlenséget: ω1 > L1 − W1!
ω1 > L1 − W1,
aλ >
λ2
1 − λ −
aλ2
1 − λ,
aλ(1 − λ) > λ2 − aλ2,
a − aλ > λ − aλ,
a > λ.
Mivel |y1| ≥ 0 bármely x0 esetén, ezért B tudja úgy választani δ1-et, hogy
|x1| > ω1 teljesüljön, ı́gy A nem nyerhet.




akkor A-nak pontosan akkor van nyerő stra-
tégiája, ha x0 ∈ [−(L0 − W0); L0 − W0].
Bizonýıtás: Ha |x0| > L0 −W0, akkor A nem nyerhet a korábbiak alapján.
Legyen εn := xn−1/|xn−1|, ha λn < 2|xn−1| és legyen εn := 0 különben.
1. eset: λn < |xn−1|.
Ekkor:
|xn| ≤ |xn−1| − λn + aλn ≤ Ln−1 − Wn−1 − λn + aλn = Ln − Wn.
2. eset: |xn−1| < λn < 2|xn−1|.
Ekkor:
|xn| ≤ λn − |xn−1| + aλn ≤ λn/2 + aλn.
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3. eset: 2|xn−1| < λn.
Ekkor:
|xn| ≤ |xn−1| + aλn ≤ λn/2 + aλn.
Oldjuk meg a λn/2 + aλn ≤ Ln − Wn egyenlőtlenséget:
λn/2 + aλn ≤ λ
n+1
1 − λ −
aλn+1
1 − λ ,
λn/2 + aλn ≤ λ
n+1
1 − λ(1 − a),
1
2
+ a ≤ λ
1 − λ(1 − a),
1 − λ
2
+ a − aλ ≤ λ − aλ,












, akkor az álĺıtás igaz.
4.6. Lemma. Ha Mn < |xn−1| < Nn, akkor A nem nyerhet.
Bizonýıtás: A bármely választása esetén |yn| > Mn, ı́gy B tud úgy választani,
hogy |xn| > Ln − Wn teljesüljön.




< a < λ és λ > 1/2, akkor A nem nyerhet.
Bizonýıtás:
Kellene: L2 − W2 − ω2 < ω < λ2 + ω2 − (L2 − W2),
mert ekkor B tud úgy választani δ1-et, hogy M2 < |x1| < N2 teljesüljön.
Oldjuk meg az egyenlőtlenségeket:
L2 − W2 − ω2 < ω,
λ3
1 − λ −
aλ2
1 − λ < aλ,




aλ < λ2 + aλ2 − λ
3
1 − λ +
aλ3
1 − λ,
aλ − aλ2 < λ2 − λ3 + aλ2 − aλ3 − λ3 + aλ3,
2λ2 − 1 < a(2λ − 1),
2λ2 − 1
2λ − 1 < a.
Az egyenlőtlenségeket megoldva azt kapjuk, hogy a > λ2 és a > 2λ
2−1
2λ−1 esetén
igaz az álĺıtás, amik a feltételek teljesülése esetén fennállnak.
Tekintsük most az eredeti problémát abban az esetben, amikor a jegy-
halmaz elemei L-edik komplex egységgyökök valamely rögźıtett L-re és a 0.
Legyen tehát Λ = {θn}∞n=1 komplex számok sorozata úgy, hogy θ ∈ C,









L , l = 0, . . . , L − 1
}
. Határozzuk meg azon Λ
sorozatokat, amikre 0 ∈ int(H(Λ)).
z0 ∈ C esetén tekintsük a következő kifejtést:
z0 = a0θ + θz1 a0 ∈ A.
Bármely z0 esetén tudjuk úgy választani a0 ∈ A-t, hogy a z0 és az a0 által
bezárt szög nagysága legfeljebb π/L legyen. Ekkor a koszinusztétel alapján:





Kérdés: mely r esetén található olyan R > 0, hogy bármely rR ≤ |z0| < R-






(ez konstans, továbbá L ≥ 2 esetén c ≥ 0). A következő
egyenlőtlenséget kell megoldanunk:
√
x2 + r2 − 2xrc < rR,
ahol rR ≤ x < R.
Deriválással kapjuk, hogy ennek a kifejezésnek x = rc-ben lehet lokális
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szélsőértéke, de itt lokális minimuma van, ezért a maximumát rR-ben vagy
R-ben veheti fel.
I. eset: x = rR.
√
(rR)2 + r2 − 2(rR)rc < rR,





II. eset: x = R.
√
R2 + r2 − 2Rrc < rR,
R2 + r2 − 2Rrc < r2R2,
R2(1 − r2) − 2rcR + r2 < 0.
Ennek a másodfokú egyenlőtlenségnek akkor van megoldása, ha a diszkrimi-
nánsa nemnegat́ıv, tehát ha:
4r2c2 − 4r2(1 − r2) ≥ 0,
vagyis ha r ≥ √1 − c2.





Mivel az I. és II. eset alapján kapott feltételeknek egyszerre kell teljesülnie,






4r2c2 − 4r2(1 − r2)
2(1 − r2) ,
1 − r2 < 2rc2 + 2cr
√
c2 − (1 − r2),
0 < r2 + 2cr
√
c2 − (1 − r2) + 2rc2 − 1,
1 − r2 − 2c2r < 2cr
√
c2 − (1 − r2).
A) eset: 1 − r2 − 2c2r ≥ 0.
Négyzetreemelve kapjuk:
1 + R4 + 4c4r2 − 2r2 − 2c2r + 4c2r3 < 4c2r2(c2 − (1 − r2)),
r4 + 4c2r3 + r2(4c4 − 2) − 2c2r + 1 < 4c4r2 − 4c2r2 + 4c2r4,
r4(1 − 4c2) + 4c2r3 + r2(4c2 − 2) − 2c2r + 1 < 0.
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Ha r → 1, akkor az egyenlőtlenség bal oldala 2c2-hez tart, és nem teljesül
az egyenlőtlenség, ezért ez az eset nem lehetséges, hiszen r → 1, esetén kell
lennie megfelelő előálĺıtásnak.
B) eset: 1 − r2 − 2c2r < 0.
0 < r2 + 2c2r − 1.
Az egyenlőtlenséget megoldva azt kapjuk, hogy r < −c2−√c4 + 1, ami r > 0
miatt nem lehetséges, vagy r > −c2 + √c4 + 1. Össześıtve tehát azt kaptuk,
hogy akkor található megfelelő R, ha r ≥ √1 − c2 és r > −c2 + √c4 + 1 is
teljesül.
Tételezzük fel, hogy van egy ellenjátékos, aki a következőt teheti:
Miután aj ∈ A kiválasztásával meghatároztuk z∗j+1 = (zj−ajθ)/θ-t, ő választ
β-t (amire |β| < κ, ahol κ előre rögźıtett), és kiszámolja zj+1 = eiβz∗j+1-ot.
Ezzel gyakorlatilag azt tudja elérni, hogy (1)-ben a koszinuszfüggvény argu-







bevezetésével és az előbbi számolással hasonló eredményt kapunk.
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A. A periodikus elemek és szerkezetük
(−A + i,−A − 1 + i,Ac) esetén
A ∈ {1, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 16}-re.
Ha A = 1, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1), p2 = (2 + 2i, 2 + i), p3 = (3, 1),
p4 = (−1 − i, 0), p5 = (i, 0), p6 = (3 + 2i, 2 + i),
p7 = (4 + 2i, 3 + i), p8 = (−1 − 3i,−1 − i), p9 = (3i, 1 + i),
p10 = (−1, 0), p11 = (3 + 3i, 2 + i), p12 = (2 − i, 1),
p13 = (2 + 3i, 2 + i), p14 = (5 + 2i, 3 + i), p15 = (1 − i, 1),
p16 = (2 + 4i, 2 + i), p17 = (3 − i, 1), p18 = (1 + 2i, 2 + i),
p19 = (5 + 3i, 3 + i), p20 = (−1 − 4i,−1 − i), p21 = (2 + 6i, 3 + 2i),
p22 = (3 − 3i,−i), p23 = (1 + 4i, 3 + 2i), p24 = (5 + i, 2),
p25 = (−1 − 2i, 0), p26 = (3 + 4i, 2 + i), p27 = (5 + i, 3 + i),
p28 = (−2 − 3i,−1 − i), p29 = (3 + 6i, 3 + 2i), p30 = (5 − i, 2),
p31 = (−2 − i, 0), p32 = (6 + 2i, 3 + i), p33 = (−2 − 4i,−1 − i),
p34 = (4i, 1 + i), p35 = (2 + 4i, 3 + 2i), p36 = (2 − 2i,−i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p5,
J(p5) = p6, J(p6) = p7, J(p7) = p8, J(p8) = p9, J(p9) = p3,
J(p10) = p11, J(p11) = p12, J(p12) = p11, J(p13) = p14, J(p14) = p15,
J(p15) = p13, J(p16) = p17, J(p17) = p18, J(p18) = p19, J(p19) = p20,
J(p20) = p21, J(p21) = p22, J(p22) = p23, J(p23) = p24, J(p24) = p25,
J(p25) = p16, J(p26) = p27, J(p27) = p28, J(p28) = p29, J(p29) = p30,
J(p30) = p31, J(p31) = p26, J(p32) = p33, J(p33) = p34, J(p34) = p32,
J(p35) = p36, J(p36) = p35,
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továbbá d(p0) = 0, és
d(p1) = 6, d(p2) = 4, d(p3) = 1, d(p4) = 0, d(p5) = 5, d(p6) = 9,
d(p7) = 0, d(p8) = 2, d(p9) = 3, d(p10) = 5, d(p11) = 4, d(p12) = 1,
d(p13) = 9, d(p14) = 5, d(p15) = 6, d(p16) = 4, d(p17) = 6, d(p18) = 9,
d(p19) = 0, d(p20) = 7, d(p21) = 2, d(p22) = 8, d(p23) = 7, d(p24) = 2,
d(p25) = 5, d(p26) = 9, d(p27) = 0, d(p28) = 7, d(p29) = 7, d(p30) = 2,
d(p31) = 5, d(p32) = 0, d(p33) = 2, d(p34) = 8, d(p35) = 2, d(p36) = 8.






























2. ábra. A periodikus elemek szerkezete (−1 + i,−2 + i,Ac) esetén
Ha A = 3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (9 + 4i, 7 + 2i), p2 = (43 + 13i, 34 + 8i), p3 = (−2 − 5i,−2i),
p4 = (13 + 6i, 10 + 3i), p5 = (39 + 11i, 31 + 7i) p6 = (2 − 3i, 3 − i),
p7 = (47 + 15i, 37 + 9i), p8 = (−6 − 7i,−3 − 3i), p9 = (17 + 8i, 13 + 4i),
p10 = (35 + 9i, 28 + 6i), p11 = (6 − i, 6), p12 = (5 + 2i, 4 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p5,
J(p5) = p6 J(p6) = p1, J(p7) = p8, J(p8) = p9, J(p9) = p10,
J(p10) = p11, J(p11) = p12, J(p12) = p7,
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továbbá d(p0) = 0, és
d(p1) = 151, d(p2) = 32, d(p3) = 43, d(p4) = 141, d(p5) = 42,
d(p6) = 33, d(p7) = 22, d(p8) = 53, d(p9) = 131, d(p10) = 52,
d(p11) = 23, d(p12) = 161.














3. ábra. A periodikus elemek szerkezete (−3 + i,−4 + i,Ac) esetén
Ha A = 4, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (55 + 14i, 45 + 9i), p2 =(58 + 11i, 49 + 8i),
p3 = (63 + 13i, 53 + 9i), p4 = (9 − i, 9).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
továbbá
d(p0) = 0, d(p1) = 298, d(p2) = 323, d(p3) = 98, d(p4) = 243.
A periodikus elemek szerkezete a 4. ábrán látható.
Ha A = 5, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (65 + 13i, 55 + 9i), p2 = (73 + 12i, 63 + 9i),







4. ábra. A periodikus elemek szerkezete (−A + i,−A − 1 + i,Ac)-re
A ∈ {4, 5, 10} esetén
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
továbbá
d(p0) = 0, d(p1) = 442, d(p2) = 783, d(p3) = 262, d(p4) = 363.
A periodikus elemek szerkezete a 4. ábrán látható.
Ha A = 6, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (91 + 13i, 80 + 10i),
p2 = (182 + 26i, 160 + 20i), p3 = (229 + 38i, 198 + 28i),
p4 = (44 + i, 42 + 2i), p5 = (139 + 25i, 119 + 18i),
p6 = (253 + 38i, 221 + 29i), p7 = (−28 − 11i,−20 − 7i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p4,
J(p4) = p3, J(p5) = p6, J(p6) = p7, J(p7) = p5,
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továbbá
d(p0) = 0, d(p1) = 650, d(p3) = 1300, d(p3) = 494,
d(p4) = 1456, d(p5) = 1695, d(p6) = 74, d(p7) = 831.





5. ábra. A periodikus elemek szerkezete (−6 + i,−7 + i,Ac) esetén
Ha A = 10, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (439 + 45i, 399 + 37i), p2 = (375 + 33i, 345 + 28i),
p3 = (813 + 78i, 743 + 65i), p4 = (−32 − 11i,−23 − 8i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
továbbá
d(p0) = 0, d(p1) = 4222, d(p2) = 8583, d(p3) = 482, d(p4) = 4403.
A periodikus elemek szerkezete a 4. ábrán látható.
51
Ha A = 11, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (408 + 34i, 377 + 29i),
p2 = (816 + 68i, 754 + 58i), p3 = (1224 + 102i, 1131 + 87i),
p4 = (1222 + 112i, 1121 + 94i), p5 = (2 − 10i, 10 − 7i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p5, J(p5) = p4,
továbbá
d(p0) = 0, d(p1) = 4930, d(p2) = 9860,
d(p3) = 14790, d(p4) = 1234, d(p5) = 13556.
A periodikus elemek szerkezete a 6a. ábrán látható.
Ha A = 16, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (1105 + 65i, 1044 + 58i), p2 = (2210 + 130i, 2088 + 116i),
p3 = (3315 + 195i, 3132 + 174i), p4 = (3586 + 226i, 3375 + 200i),
p5 = (4370 + 259i, 4127 + 231i), p6 = (−221 − 30i,−194 − 25i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3,
J(p4) = p5, J(p5) = p6, J(p6) = p4,
továbbá
d(p0) = 0, d(p1) = 18850, d(p2) = 37700, d(p3) = 56550,
d(p4) = 73765, d(p5) = 804, d(p6) = 57381.










(b) A = 16
6. ábra. A periodikus elemek szerkezete (−A + i,−A − 1 + i,Ac) esetén
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B. A periodikus elemek és szerkezetük, ha
(Z1, Z2,A) nem szimultán számrendszer
Legyenek A1 = E(1,1)Z1 és A2 = E
(1,1)
Z2
adott Z1, Z2 ∈ Z[i] Gauss-egészekhez





A következőkben megadjuk a periodikus elemeket és szerkezetüket abban az
esetben, amikor Z1 és Z2 olyan Gauss-egészek, hogy különbségük egység és
(Z1, Z2,A) nem szimultán számrendszer.
Ha Z1 = −4 + i és Z2 = −3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 − i, 3 − i), p2 = (−2 + i,−3 + i), p3 = (1 + 2i, 1 + 3i),
p4 = (−1 − 2i,−1 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −4 − i és Z2 = −3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 + i, 3 + i), p2 = (−2 − i,−3 − i), p3 = (1 − 2i, 1 − 3i),
p4 = (−1 + 2i,−1 + 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −3 + 2i és Z2 = −3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−2 + 2i), p2 = (2 − i, 2 − 2i), p3 = (−1 − 2i,−2 − 2i),
p4 = (1 + 2i, 2 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
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Ha Z1 = −3 + i és Z2 = −3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 + i), p2 = (2, 2 − i), p3 = (−2i,−1 − 2i),
p4 = (2i, 1 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −3 + i és Z2 = −2 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−3 − i), p2 = (2, 3 + i), p3 = (2i,−1 + 3i),
p4 = (−2i, 1 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −3 és Z2 = −3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−2), p2 = (2 − i, 2), p3 = (−1 − 2i,−2i),
p4 = (1 + 2i, 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −3 és Z2 = −3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2), p2 = (2 + i, 2), p3 = (1 − 2i,−2i),
p4 = (−1 + 2i, 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −3 − i és Z2 = −3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 − i), p2 = (2, 2 + i), p3 = (2i,−1 + 2i),
p4 = (−2i, 1 − 2i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −3 − i és Z2 = −2 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−3 + i), p2 = (2, 3 − i), p3 = (2i, 1 + 3i),
p4 = (−2i,−1 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −3 − 2i és Z2 = −3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2 − 2i), p2 = (2 + i, 2 + 2i), p3 = (1 − 2i, 2 − 2i),
p4 = (−1 + 2i,−2 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −2 + 3i és Z2 = −1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2 − 2i), p2 = (−1 + 2i,−2 + 2i), p3 = (2 + i, 2 + 2i),
p4 = (1 − 2i, 2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −2 + i és Z2 = −3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (1 + 2i, 1 + i), p2 = (−1 − 2i,−1 − i), p3 = (2 − i, 1 − i),
p4 = (−2 + i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
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Ha Z1 = −2 + i és Z2 = −2 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 + i, 1 + i), p2 = (−2 − i,−1 − i), p3 = (1 − 2i, 1 − i),
p4 = (−1 + 2i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −2 és Z2 = −3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1), p2 = (−2,−1), p3 = (2i, i),
p4 = (−2i,−i), p5 = (−2 − 2i,−1 − i), p6 = (2 + 2i, 1 + i),
p7 = (−2 + 2i,−1 + i), p8 = (2 − 2i, 1 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3,
J(p5) = p6, J(p6) = p5, J(p7) = p8, J(p8) = p7.
Ha Z1 = −2 és Z2 = −2 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1 + i), p2 = (−2,−1 − i), p3 = (2i,−1 + i),
p4 = (−2i, 1 − i), p5 = (−1 + i,−1), p6 = (1 − i, 1).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3,
J(p5) = p6, J(p6) = p5.
Ha Z1 = −2 és Z2 = −2 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1 − i), p2 = (−2,−1 + i), p3 = (2i, 1 + i),
p4 = (−2i,−1 − i), p5 = (−1 + i, i), p6 = (1 − i,−i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3,
J(p5) = p6, J(p6) = p5.
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Ha Z1 = −2 − i és Z2 = −3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (1 − 2i, 1 − i), p2 = (−1 + 2i,−1 + i), p3 = (2 + i, 1 + i),
p4 = (−2 − i,−1 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −2 − i és Z2 = −2 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 − i, 1 − i), p2 = (−2 + i,−1 + i), p3 = (1 + 2i, 1 + i),
p4 = (−1 − 2i,−1 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −2 − 3i és Z2 = −1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−2 + 2i), p2 = (−1 − 2i,−2 − 2i), p3 = (2 − i, 2 − 2i),
p4 = (1 + 2i, 2 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 + 4i és Z2 = −1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 + i, 3 + i), p2 = (1 − 2i, 1 − 3i), p3 = (−2 − i,−3 − i),
p4 = (−1 + 2i,−1 + 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 + 3i és Z2 = −1 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 3 − i), p2 = (−2i,−1 − 3i), p3 = (−2,−3 + i),
p4 = (2i, 1 + 3i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 + 3i és Z2 = 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 − i), p2 = (2i,−1 + 2i), p3 = (2, 2 + i),
p4 = (−2i, 1 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 + 2i és Z2 = −2 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 − i, 1 − i), p2 = (−1 − 2i,−1 − i), p3 = (−2 + i,−1 + i),
p4 = (1 + 2i, 1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 + 2i és Z2 = −1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (1 − 2i, 1 − i), p2 = (−2 − i,−1 − i), p3 = (−1 + 2i,−1 + i),
p4 = (2 + i, 1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 + 2i és Z2 = 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−2i), p2 = (1 + i, i), p3 = (1 − 2i, 2 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p1.
Ha Z1 = −1 + i és Z2 = −2 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−1), p2 = (1 + i, 1), p3 = (−1 + i, i), p4 = (1 − i,−i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −1 + i és Z2 = −1 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−i), p2 = (−1 + i,−1), p3 = (1 + i, i),
p4 = (1 − i, 1), p5 = (1, 0), p6 = (−1 − 2i,−i),
p7 = (i, 0), p8 = (−2i,−i), p9 = (−2 + i,−1).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
J(p5) = p6, J(p6) = p7, J(p7) = p8, J(p8) = p9, J(p9) = p5.
Ha Z1 = −1 − i és Z2 = −2 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−i), p2 = (1 + i, i), p3 = (−1 + i,−1), p4 = (1 − i, 1).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p1, J(p3) = p4, J(p4) = p3.
Ha Z1 = −1 − i és Z2 = −1 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−1), p2 = (1 − i,−i), p3 = (1 + i, 1),
p4 = (−1 + i, i), p5 = (1, 0), p6 = (−2,−1),
p7 = (1 − 2i,−i), p8 = (i, 0), p9 = (−2 − i,−1).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
J(p5) = p6, J(p6) = p7, J(p7) = p8, J(p8) = p9, J(p9) = p5.
Ha Z1 = −1 − 2i és Z2 = −2 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (1 − 2i, 1 − i), p2 = (2 + i, 1 + i), p3 = (−1 + 2i,−1 + i),
p4 = (−2 − i,−1 − i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 − 2i és Z2 = −1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 − i, 1 − i), p2 = (1 + 2i, 1 + i), p3 = (−2 + i,−1 + i),
p4 = (−1 − 2i,−1 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 − 2i és Z2 = −2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−2), p2 = (1 + i, 1), p3 = (−2 + i,−1 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p1.
Ha Z1 = −1 − 3i és Z2 = −1 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 3 + i), p2 = (2i,−1 + 3i), p3 = (−2,−3 − i),
p4 = (−2i, 1 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 − 3i és Z2 = −3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 + i), p2 = (−2i,−1 − 2i), p3 = (2, 2 − i),
p4 = (2i, 1 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −1 − 4i és Z2 = −1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 − i, 3 − i), p2 = (1 + 2i, 1 + 3i), p3 = (−2 + i,−3 + i),
p4 = (−1 − 2i,−1 − 3i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 3i és Z2 = −1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2), p2 = (−1 + 2i, 2i), p3 = (2 + i, 2),
p4 = (1 − 2i,−2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 3i és Z2 = 1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−2), p2 = (1 + 2i, 2i), p3 = (2 − i, 2),
p4 = (−1 − 2i,−2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 2i és Z2 = −1 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1 − i), p2 = (−2i,−1 − i), p3 = (−2,−1 + i), p4 = (2i, 1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 2i és Z2 = 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2i,−i), p2 = (−2,−1), p3 = (2i, i),
p4 = (2, 1), p5 = (−2 − 2i,−1 − i), p6 = (−2 + 2i,−1 + i),
p7 = (2 + 2i, 1 + i), p8 = (2 − 2i, 1 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
J(p5) = p6, J(p6) = p7, J(p7) = p8, J(p8) = p5.
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Ha Z1 = 2i és Z2 = 1 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1 + i), p2 = (−2i, 1 − i), p3 = (−2,−1 − i), p4 = (2i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −2i és Z2 = −1 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1 + i), p2 = (2i,−1 + i), p3 = (−2,−1 − i), p4 = (−2i, 1 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −2i és Z2 = −3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−1), p2 = (−2i,−i), p3 = (2, 1),
p4 = (2i, i), p5 = (−2 − 2i,−1 − i), p6 = (2 − 2i, 1 − i),
p7 = (2 + 2i, 1 + i), p8 = (−2 + 2i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
J(p5) = p6, J(p6) = p7, J(p7) = p8, J(p8) = p5.
Ha Z1 = −2i és Z2 = 1 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 1 − i), p2 = (2i, 1 + i), p3 = (−2,−1 + i), p4 = (−2i,−1 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −3i és Z2 = −1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−2), p2 = (−1 − 2i,−2i), p3 = (2 − i, 2),
p4 = (1 + 2i, 2i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = −3i és Z2 = 1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2), p2 = (1 − 2i,−2i), p3 = (2 + i, 2),
p4 = (−1 + 2i, 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 1 + 4i és Z2 = 1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (1 + 2i, 1 + 3i), p2 = (2 − i, 3 − i), p3 = (−1 − 2i,−1 − 3i),
p4 = (−2 + i,−3 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 1 + 3i és Z2 = 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 + i), p2 = (2i, 1 + 2i), p3 = (2, 2 − i),
p4 = (−2i,−1 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 1 + 3i és Z2 = 1 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2i,−1 + 3i), p2 = (2, 3 + i), p3 = (−2i, 1 − 3i),
p4 = (−2,−3 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
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Ha Z1 = 1 + 2i és Z2 = 1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−1 + i), p2 = (1 + 2i, 1 + i), p3 = (2 − i, 1 − i),
p4 = (−1 − 2i,−1 − i), p5 = (−3i,−2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1, J(p5) = p5.
Ha Z1 = 1 + 2i és Z2 = 1 + i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−i,−2i), p2 = (−1 − i,−2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2.
Ha Z1 = 1 + 2i és Z2 = 2 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 + 2i,−1 + i), p2 = (2 + i, 1 + i), p3 = (1 − 2i, 1 − i),
p4 = (−2 − i,−1 − i), p5 = (−1 − 2i,−2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1, J(p5) = p5.
Ha Z1 = 1 + i és Z2 = 1 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−1), p2 = (−1 + i, i), p3 = (1 + i, 1), p4 = (1 − i,−i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 1 + i és Z2 = 2 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (i, 0), p2 = (−i,−i), p3 = (−2 − i,−1 − i),
p4 = (−2 + i,−1), p5 = (−1 − i,−i), p6 = (−1 + i,−1),
p7 = (1 − i, 1), p8 = (1 + i, i).
65
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8.
Ha Z1 = 1 − i és Z2 = 1 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−i), p2 = (1 − i, 1), p3 = (1 + i, i), p4 = (−1 + i,−1).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 1 − i és Z2 = 2 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (1, 0), p2 = (−1,−1), p3 = (−1 − 2i,−1 − i),
p4 = (1 − 2i,−i), p5 = (−1 − i,−1), p6 = (−1 + i, i),
p7 = (1 − i,−i), p8 = (1 + i, 1).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8.
Ha Z1 = 1 − 2i és Z2 = 1 − i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−1,−2), p2 = (−1 − i,−2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2.
Ha Z1 = 1 − 2i és Z2 = 1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−1 − i), p2 = (1 − 2i, 1 − i), p3 = (2 + i, 1 + i),
p4 = (−1 + 2i,−1 + i), p5 = (−3,−2).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1, J(p5) = p5.
66
Ha Z1 = 1 − 2i és Z2 = 2 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − 2i,−1 − i), p2 = (2 − i, 1 − i), p3 = (1 + 2i, 1 + i),
p4 = (−2 + i,−1 + i), p5 = (−2 − i,−2).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1, J(p5) = p5.
Ha Z1 = 1 − 3i és Z2 = −3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 − i), p2 = (−2i, 1 − 2i), p3 = (2, 2 + i),
p4 = (2i,−1 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 1 − 3i és Z2 = 1 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2, 3 − i), p2 = (2i, 1 + 3i), p3 = (−2,−3 + i),
p4 = (−2i,−1 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 1 − 4i és Z2 = 1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (2 + i, 3 + i), p2 = (−1 + 2i,−1 + 3i), p3 = (−2 − i,−3 − i),
p4 = (1 − 2i, 1 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 2 + 3i és Z2 = 1 + 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−2 + 2i), p2 = (1 + 2i, 2 + 2i), p3 = (2 − i, 2 − 2i),
p4 = (−1 − 2i,−2 − 2i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 2 + 3i és Z2 = 2 + 2i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−1 − 2i,−1 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1.
Ha Z1 = 2 + 2i és Z2 = 1 + 2i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−2,−2 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1.
Ha Z1 = 2 + 2i és Z2 = 2 + 3i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−3 + i,−2 + i), p2 = (−1 − 3i,−1 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2.
Ha Z1 = 2 + 2i és Z2 = 2 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−1 − 2i), p2 = (−2,−3 − i), p3 = (1 − i, 2 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3.
Ha Z1 = 2 + i és Z2 = 1 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−i,−1 − i), p2 = (−1 − i,−2), p3 = (−1 − 2i,−3 − i),
p4 = (−2i,−2 − 2i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 2 + i és Z2 = 2 + 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − 2i,−1 − i), p2 = (2 − i, 1 − i), p3 = (1 + 2i, 1 + i),
p4 = (−2 + i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 2 + i és Z2 = 2, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 + i,−2), p2 = (−1,−1 − i), p3 = (−i, 1 − i),
p4 = (−1 − 2i, 1 − 3i), p5 = (−2 − i,−1 − 3i), p6 = (−1 − i,−2i),
p7 = (−2 + i,−3 − i), p8 = (−2,−2 − 2i), p9 = (−2i, 2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8, J(p9) = p9.
Ha Z1 = 2 + i és Z2 = 3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−1 − i), p2 = (1 − 2i, 1 − i), p3 = (2 + i, 1 + i),
p4 = (−1 + 2i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 2 és Z2 = 2 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−1 + i), p2 = (−1 + i, i), p3 = (−1 − i,−1),
p4 = (−3 − i,−2 + i), p5 = (−1 − 3i,−2 − i), p6 = (−2i,−1 − i),
p7 = (1 − i,−i), p8 = (2i, 1 + i), p9 = (2, 1 − i).
69
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8, J(p9) = p9.
Ha Z1 = 2 és Z2 = 2 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−1 − i), p2 = (−1 − i,−i), p3 = (−1 + i,−1),
p4 = (−3 − i,−1 − 2i), p5 = (−1 − 3i, 1 − 2i), p6 = (−2i, 1 − i),
p7 = (1 − i, 1), p8 = (2i,−1 + i), p9 = (2, 1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8, J(p9) = p9.
Ha Z1 = 2 és Z2 = 3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−1), p2 = (−2i,−i), p3 = (2, 1),
p4 = (2i, i), p5 = (−2 − 2i,−1 − i), p6 = (2 − 2i, 1 − i),
p7 = (2 + 2i, 1 + i), p8 = (−2 + 2i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8.
Ha Z1 = 2 − i és Z2 = 1 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1,−1 − i), p2 = (−1 − i,−2i), p3 = (−2 − i,−1 − 3i),
p4 = (−2,−2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 2 − i és Z2 = 2, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−2), p2 = (−i,−1 − i), p3 = (−1,−1 + i),
p4 = (−1 − 2i,−3 − i), p5 = (1 − 2i,−1 − 3i), p6 = (1 − i,−2i),
p7 = (−2 − i,−3 + i), p8 = (−2i,−2 − 2i), p9 = (−2,−2 + 2i).
70
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8, J(p9) = p9.
Ha Z1 = 2 − i és Z2 = 2 − 2i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−1 − i), p2 = (1 − 2i, 1 − i), p3 = (2 + i, 1 + i),
p4 = (−1 + 2i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 2 − i és Z2 = 3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − 2i,−1 − i), p2 = (2 − i, 1 − i), p3 = (1 + 2i, 1 + i),
p4 = (−2 + i,−1 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 2 − 2i és Z2 = 1 − 2i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−2i, 1 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1.
Ha Z1 = 2 − 2i és Z2 = 2 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − i,−2 − i), p2 = (−2i,−1 − 3i), p3 = (−1 + i,−1 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3.
Ha Z1 = 2 − 2i és Z2 = 2 − 3i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−3 − i,−2 − i), p2 = (1 − 3i, 1 − 2i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2.
Ha Z1 = 2 − 3i és Z2 = 1 − 3i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2 − 2i), p2 = (1 − 2i, 2 − 2i), p3 = (2 + i, 2 + 2i),
p4 = (−1 + 2i,−2 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4, J(p4) = p1.
Ha Z1 = 2 − 3i és Z2 = 2 − 2i, akkor legyen
p0 =(0, 0), p1 = (−2 − i,−3 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1.
Ha Z1 = 3 + 2i és Z2 = 2 + 2i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−1 − 2i,−2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1.
Ha Z1 = 3 + 2i és Z2 = 3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2 − 2i), p2 = (1 − 2i, 2 − 2i), p3 = (2 + i, 2 + 2i),
p4 = (−1 + 2i,−2 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 3 + i és Z2 = 2 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−3 + i), p2 = (−2i,−1 − 3i), p3 = (2i, 1 + 3i),
p4 = (2, 3 − i).
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Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 3 + i és Z2 = 3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 − i), p2 = (−2i, 1 − 2i), p3 = (2i,−1 + 2i),
p4 = (2, 2 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 3 és Z2 = 2, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1,−2), p2 = (−i,−2i), p3 = (−2,−4),
p4 = (−2i,−4i), p5 = (−2 − 2i,−4 − 4i), p6 = (−2 − i,−4 − 2i),
p7 = (−1 − 2i,−2 − 4i), p8 = (−1 − i,−2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4,
J(p5) = p5, J(p6) = p6, J(p7) = p7, J(p8) = p8.
Ha Z1 = 3 és Z2 = 3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−2), p2 = (−1 + 2i, 2i), p3 = (−1 − 3i,−2 − 2i),
p4 = (1 − 2i,−2i), p5 = (2 + i, 2).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4, J(p5) = p5.
Ha Z1 = 3 és Z2 = 3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−2), p2 = (1 + 2i, 2i), p3 = (−3 − i,−2 − 2i),
p4 = (−1 − 2i,−2i), p5 = (2 − i, 2).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4, J(p5) = p5.
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Ha Z1 = 3 és Z2 = 4, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−3,−2), p2 = (−3i,−2i), p3 = (−3 − 3i,−2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3.
Ha Z1 = 3 − i és Z2 = 2 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−3 − i), p2 = (−2i, 1 − 3i), p3 = (2i,−1 + 3i),
p4 = (2, 3 + i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 3 − i és Z2 = 3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−2 + i), p2 = (−2i,−1 − 2i), p3 = (2i, 1 + 2i),
p4 = (2, 2 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
Ha Z1 = 3 − 2i és Z2 = 2 − 2i, akkor legyen
p0 = (0, 0), p1 = (−2 − i,−2 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1.
Ha Z1 = 3 − 2i és Z2 = 3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−1 − 2i,−2 − 2i), p2 = (2 − i, 2 − 2i), p3 = (1 + 2i, 2 + 2i),
p4 = (−2 + i,−2 + 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4.
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Ha Z1 = 4 + i és Z2 = 3 + i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 − i,−3 − i), p2 = (1 − 2i, 1 − 3i), p3 = (2 + i, 3 + i),
p4 = (−1 + 2i,−1 + 3i), p5 = (−1 − 3i,−2 − 4i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4, J(p5) = p5.
Ha Z1 = 4 + i és Z2 = 4, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−3,−3 − i), p2 = (−3i, 1 − 3i), p3 = (−3 − 3i,−2 − 4i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3.
Ha Z1 = 4 és Z2 = 3, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2,−3), p2 = (−2i,−3i), p3 = (−2 − 2i,−3 − 3i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3.
Ha Z1 = 4 − i és Z2 = 3 − i, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−2 + i,−3 + i), p2 = (1 + 2i, 1 + 3i), p3 = (−3 − i,−4 − 2i),
p4 = (−1 − 2i,−1 − 3i), p5 = (2 − i, 3 − i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3, J(p4) = p4, J(p5) = p5.
Ha Z1 = 4 − i és Z2 = 4, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−3,−3 + i), p2 = (−3i,−1 − 3i), p3 = (−3 − 3i,−4 − 2i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3.
Ha Z1 = 5 és Z2 = 4, akkor legyen p0 = (0, 0), és
p1 = (−3,−4), p2 = (−3i,−4i), p3 = (−3 − 3i,−4 − 4i).
Ekkor
J(p0) = p0, J(p1) = p1, J(p2) = p2, J(p3) = p3.
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